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Uvod

Zajemcum se timto predklada sbirka aplikaci linearni algebry v teoretické infor-
matice, kombinatorice a geometrii. Vétsina z nich je matematickych, na dokazo-
vani vét, a nékolik se tykd umného zptisobu vypocti, tedy algoritmil. Linedrné
algebraické metody se v nich ¢asto objevi necekané — ne jako tfeba v inzenyr-
ském problému, kde se ma vytesit soustava lineadrnich rovnic a pouziti line4rni
algebry je nasnadé.

Vyklad je strucny a je urcen jednak pro pirednésejici ¢i cvicici, kteti by chteli
nékterym z nize uvedenych priklada zpestfit vyuku, a jednak pro studenty, kteri
maji zajem o pékné matematické myslenky i za cenu vlastniho pfemysleni. Jed-
notlivé oddily lze ¢ist nezavisle, a sefadil jsem je podle svého subjektivniho
hodnoceni zhruba od nejpfistupnéjsich k nejnaro¢néjsim. Po nékolika oddilech
miize ¢tenar vysledovat jisté spolecné schémata a tendence v uvedenych dtika-
zech, o nichz by se dalo vSelijak pojednéavat, ale rozhodl jsem se zadné obecné
vyklady o linedrné algebraickych metodach nepfidéavat.

Nic v tomto spisku neni ptuvodni a vétsina prikladd je pomérné dobie znama
a publikovana na mnoha mistech. Abych text nezahltil citacemi, neuvadim pu-
vodni prameny. Kdo by je chtél vystopovat, miize se podivat do uc¢ebnic zminé-
nych na konci, pfipadné se na mne obratit — u nékterych vysledkt bych musel
po puvodu zapatrat.

Uvitam sdéleni o chybach, ndméty na vylepseni vykladu a pfipadné i navrhy
na dalsi vhodné kousky do sbirky.
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1 Rychly vypocet Fibonacciho cisel

Fibonacciho ¢isla Fy, Fi, Fs, ... jsou definovana vztahy Fy =0, F1 = 1,a Fj, 10 =
F,41 + F, pro véechna n = 0,1,2,.... Cislo F,, se zjevné d4 spo¢itat fadové n
aritmetickymi operacemi.

Nésledujicim trikem jej mtizeme spocitat mnohem rychleji, pomoci fadove
log n aritmetickych operaci. Oznac¢me
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(vyuzivame asociativity ndsobeni matic). Pro n = 2* miizeme mocninu M™ spo-
¢itat opakovanym umocnovanim na druhou, pomoci k operaci nasobeni matic
typu 2x2. Obecné n zapiSeme ve dvojkové soustave, ¢imz ho vyjadiime ve tvaru
n=2F p 2k ... 4ok b < ky <. < ky, a mocninu M™ pak vypocteme
ve tvaru M" = M2 M2 ... Mzkt, na coz staci nejvys 2k, < 2log, n nasobeni
matic 2x2.

Potom plati

a tudiz

Poznamky. Podobného triku mtizeme pouzit pro posloupnosti (yo, y1,v2, - .)
dané rekurencemi tvaru Y, = 0g—1Yn+k—1+---+0aoYn, kde k a ag,ay,...,a5_1
jsou konstanty.

Pri vypoctu se musi dat pozor na to, ze Fibonacciho ¢isla rostou velmi
rychle. Ukazuje se, Ze desitkovy zapis F,, ma fadové n dislic, a tedy musime
pouzit vhodnou nasobnou aritmetiku. Aritmetické operace pak budou pomérné
pomalé.

2 Vzorec pro Fibonacciho ¢isla

Najdeme vzorec pro n-té Fibonacciho ¢islo F},. Uvazme vektorovy prostor vsech
nekoneénych posloupnosti (ug, ug, ug,...) redlnych ¢isel, se séitanim a nasobe-
nim redlnym c¢islem po slozkidch. V ném definujeme podprostor W vsech po-
sloupnosti spliiujicich vztah w,10 = w41 + uy pro vSechna n =0,1,.... Kazda
volba prvnich dvou ¢lenti ug a u; jednoznac¢né urcuje posloupnost z W, a proto
dim(W) = 2. (Podrobnéji, napiiklad posloupnosti zac¢inajici (0,1,1,2,3,...) a
(1,0,1,1,2...) tvori bazi W.)

Ted najdeme Sikovnou bézi prostoru W, jejiz prvky jsou dany jednodu-
chym vzoreckem. ,Vnuknuti“: hledejme posloupnost v € W tvaru w, = 7"
pro vhodné ¢&islo 7. Vyjde kvadraticka rovnice 72 = 7 + 1 se dvéma riiznymi
kofeny 719 = (1 4+ +/5)/2. Jak se snadno ovéii, posloupnosti (79, 7{,72,...) a
(9,74, 73,...) jsou lineadrné nezavislé (staci se podivat na prvni dva ¢leny), a
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tedy tvofi bazi W. Fibonacciho ¢isla vyjadiime v této bazi (pouzitim prvnich
dvou ¢lent). Vyjde
15\ [1-v5\"
2 2 '

Podobné to funguje i pro jiné rekurence tvaru y,x = ax—1Yntk—1 + - +
agYn, ale mohou se vyskytnout potize, tfeba pro y,i12 = 2yn+1 — yn. Pak se
musi hledat jina baze, coz zde nebudeme délat.

1
Fn:ﬁ

3 Kluby mésta Lisakova

Ve mésté zije n obcanti, ktefi jsou sdruzeni v m klubech. Podle vyhlasky meéstské
rady ma kazdy klub lichy pocet ¢leni, zatimco pro kazdé dva kluby musi byt
pocet spole¢nych ¢lent sudy.

Véta.V této situaci je nutné m < n, tj. klubii neni vic nez obcani.

Dikaz. Obcany oznacme 1,2,...,n a kluby K7, Ko, ..., K,,. Definujeme ma-
tici A typu m X n, kde a;; = 1 pokud j € K; a a;; = 0 jinak (kluby =fadky).
Uvazujeme A nad dvouprvkovym télesem GF(2). Hodnost A je nejvys n (jasné).
Podle vyhlasky méstské rady plati AAT = I,,,, a protoze hodnost sou¢inu matic
je nejvys rovna minimu z hodnosti ¢initeld, je hodnost A aspon m.

Poznamka. Podobnou metodou byla dokdzana fada dilezitych odhadt pro
velikosti riznych mnozinovych systému. Napiiklad tzv. Fisherova nerovnost (ve
zobecnéné podobé) fika, Ze jsou-li Cy, Cy, . .., Cyp, podmnoziny néjaké n-prvkové
mnoziny a vSechny priniky C; N Cj, 7 # j, maji tutéz velikost, potom n > m.

4 Dlazdéni obdélnika ¢tverci

Véta. Obdélnik R o stranach 1 a z, kde x je iracionalni, nelze , vydlazdit®
konecné mnoha ¢tverci (tak, aby cely R byl pokryt a zadné dva ¢tverce nemély
spolecny vnitini bod).

Dukaz. Pro spor necht existuje dlazdéni sestdvajici ze étverci Q1, Qo, ..., Qn,
a necht s; je délka strany ¢tverce Q;. Uvéazime vektorovy podprostor V' prostoru
R nad Q generovany Cisly si, s, .. ., Sy. Definujeme linedrni zobrazeni f: V — R
tak, aby f(1) =1 a f(x) = —1 (a jinak libovolné). To lze, ponévadz 1 a = jsou
linearné nezavislé nad Q.

Pro obdélnik A o stranéch a a b, a,b € V, definujeme v(A) = f(a)f(b).
Tvrdime, Ze je-li R vydlazdén ¢tverci Q1, Q2, . .., @y, potom musi platit v(R) =
S, v(Q;). To vede ke sporu, protoze v(R) = —1, zatimco v(Q;) = f(s;)? > 0.

Abychom nahlédli uvedené tvrzeni, protahneme kazdou ze stran kazdého
Ctverce Q; z hypotetického dlazdéni napiic¢ celym R, jak je naznacCeno na ob-
razku:
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Tim se R rozpadne na malé obdélnicky, a je snadno vidét, ze v(R) je rovno
souc¢tu v(0) pres vSechny tyto malé obdélnicky O. Podobné v(Q;) je rovno
sou¢tu v(O) pres vSechny malé obdélnicky lezici v @;. Proto skutecéné v(R) =
> i1 v(Qi)-

Poznamka. Podobnou metodou se daji dokazat vSelijakd dalsi tvrzeni o ne-
moznosti dlazdéni, naptiklad ze krychli nelze rozrezat na koneéné mnoho ¢asti
a z nich slozit pravidelny Ctyrstén.

5 Samoopravné kody

Motivace. Chceme pfendSet (nebo zapisovat a ¢ist) néjaka data, tieba Fetézec
nul a jednicek. Pii prenosu mohou vznikat chyby. Pfedpoklddame, ze pravdé-
podobnost chyby je mald, a pravdépodobnost k chyb pri pfenosu daného poctu
bitt je podstatné mensi nez pravdépodobnost k£ — 1 ¢i méné chyb. Hlavni mys-
lenka samoopravnych kédu je misto retézce v, ktery potiebujeme pienést, poslat
ponékud delsi fetézec w, sestrojeny tak, abychom maly pocet chyb vzniklych
pri prenosu w umeéli detekovat ¢i dokonce opravit.

Samoopravné kédy se dnes pouzivaji v nejriznéjsich zafizenich od CD pfe-
hravacéi po kosmické sondy a jejich konstrukce je rozsahlad moderni disciplina.
Tady si uvedeme nékolik obecnych definic a jednu elegantni konstrukci zaloze-
nou na linedrni algebre.

Uvazme konkrétni situaci: Chceme posilat libovolné ¢tyrbitové fetézce v
tvaru abed, kde a,b,c,d € {0,1}. Pravdépodobnost dvou nebo vice chyb pfi
prenosu je zanedbatelna, zatimco jedna chyba se obcas objevi, a chtéli bychom
ji umét opravit.

Jeden zptlisob umoznujici opravit 1 chybu je ztrojit kazdy bit a poslat w =
aaabbbeceddd (12 biti). Napiiklad pro v = 1011 posleme w = 111000111111.
Prijde-li na druhém konci tfeba 110000111111, vime, Ze doslo k chybé ve tfetim
bitu a bylo posldano 111000111111 (anebo chyby byly pfinejmensim dvé).

To je dost marnotratny zptisob kédovani: Uvidime, ze 1 chybu mtiZzeme
opravit pomoci kédu, ktery ze 4-bitového fetézce déla 7-bitovy, takze kédovanim
se zprava neprotahne tiikrat, ale jenom o 75%.

Priklad: Hamminguv kod. To je patrné prvni zndmy netrividlni samoo-
pravny koéd a byl objeven v 50. letech. Misto daného ctyrbitového fetézce
v = abed se posle sedmibitovy Fetézec w = abedefg, kde e = a + b + ¢ (séi-
tani modulo 2), f =a+b+d a g =a+ ¢+ d. Napiiklad pro v = 1011 mame
w = 1011001. Tento zpusob kédovani také dovoluje opravit chybny prenos jed-
noho (libovolného) bitu, jak brzy elegantné ovéfime za pomoci linedrni algebry.
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Nez se k tomu dostaneme, pripravime si nékolik obecnych definic z teorie
kéda. Necht S je koneénd mnozina, tzv. abeceda, napiiklad S = {0,1} nebo
S = {a,b,c,¢,...,2}. Zapis S" = {w = ajaz...ay : a,...,a, € S} ozna-
¢uje mnozinu v8ech moznych slov délky n (slovo zde tedy znamend libovolnou
kone¢nou posloupnost pismen abecedy).

Definice. Koéd délky n nad abecedou S je libovolna podmnozina C' C S™.

Napfiklad pro Hammingtiv kéd méme S = {0,1}, n = 7 a C' je mnozina
vSech sedmibitovych slov, kterda mohou popsanou kédovaci procedurou vznik-
nout ze vsech 2% = 16 moznych slov étyibitovych, tj. C = {0000000, 0001011,
0010101, 0011110, 0100110, 0101101, 0110011, 0111000, 1000111, 1001100,
1010010, 1011001, 1100001, 1101010, 1110100, 1111111}.

Podstatné vlastnost tohoto kédu je, ze se kazda dvé z jeho slov lisi aspon
ve tfech bitech. To se da ovérit jednoduse, i kdyZ pracné, srovnanim kazdé
dvojice slov. Zanedlouho to dokazeme jinak a témér bezpracné. Pro obecny kod
se zavadéji nasledujici pojmy:

¢ Hammingova vzdalenost slov u,v € S™ je
d(u,v) = [{i:u; #viyi=1,2,...,n},

kde u; znaci i-té pismeno ve slové u. To jest, v se da z u dostat nejvys
d(u,v) ,chybami“.

e Kéd C opravuje t chyb, pokud pro kazdé u € S™ existuje nejvys jedno
v € C takové, ze d(u,v) <t.

e Pro kéd C oznac¢me d(C) = min{d(u,v) : u,v € C,u # v}, to je mini-
malni vzdalenost kédu C.

Je snadné ovérit, ze dva posledné uvedené pojmy spolu souvisi nasledovné:
Kodd C opravuje t chyb, pravé kdyz d(C) > 2t + 1. Kdyz tedy pro Hammingtav
kéd dokdzeme d(C') > 3, bude z toho vidét, ze opravuje 1 chybu.

Koédovani a dekédovani. Vétsinou si ¢lovek pod kédem predstavuje néjakou
proceduru pro kédovani a dekédovani zprav, a uvedend definice kédu miiZe proto
vypadat divné. Pro skutecné pouziti je opravdu potfeba kéd C' jako v definici
doplnit né&jakou bijekei ¢: ¥* — C, kde ¥ je abeceda, v niz je napsana pivodni
zpréava, a k je délka puvodni zpravy (nebo délka blok, na néz se ptivodni zprava
rozkouskuje). Pro danou zpravu v € ¥* se vypocte kédové slovo w = c(v) € C
a to se posle. Pro pfijaté slovo w’ € S™ se pak nejprve najde slovo w” € C
minimalizujici d(w’,w"), a pro néj se spoéte v/ = ¢ (w”") € XF. Pokud pfi
pienosu doslo k nejvys ¢t chybam a C opravuje t chyb, pak w” = w a tudiz
v/ = v, ¢li se dostane piesné ptivodni zprava.

Hlavni problém teorie kédu je najit, pro danou velikost abecedy S a dand t a
n, kdd C' s co nejvétsim poctem slov, aby se pfenosovy kanal co nejlépe vyuzil.
Proto se kéd definuje tak, jak je napsano vyse. Je ovSem tfeba porovnéavat
i kvalitu kéda s riznymi |S|,¢,n. O tom pojednava Shannonova teorie miry
informace, jiz se zde zabyvat nebudeme.
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Pri konstrukei kédi se berou v tivahu i dalsi hlediska, jako naptiklad rychlost
kédovani a dekddovani.
Linearni kédy. Specidlnim typem kdédia jsou linedrni kédy, mezi néz patii i
Hammingtiv kéd. Zde abeceda S je koneéné téleso (hlavni pfiklad: S = GF(2)),
a pak S™ je vektorovy prostor nad S. Kazdy vektorovy podprostor S™ se nazyva
linearni kod.

Pozorovani: Pro linedrni kéd C' plati
d(C) = min{d(0,w) : w € C,w # 0}.

Linearni kéd se nemusi zadéavat vyctem vsech slov. Lze jej popsat prostredky
linearni algebry, dvéma zakladnimi zpisoby.

1. Bézi, neboli generujici matici G kédu. To je matice typu kxn, kde
k = dim(C), jejiz tadky jsou vektory néjaké baze C.
Generujici matice je uzitecna pro kédovani. Mame-li prenést vektor v €
Sk, posleme vektor w = vI'G € C.

Vhodnou volbou baze podprostoru C miizeme vzdy dostat generujici ma-
tici tvaru G = (I;|A). Potom vektor w ma prvnich k slozek shodnych
s v, tedy pfi kédovani se k ptivodnimu vektoru pfipise n — k ,kontrolnich
slozek“. Takovy zptsob kédovani, kdy zakédované slovo sestava ze slova
puvodniho a néjakych znakt navic, se nazyva systematicky.

Hammingtv kéd je systematicky linearni kéd délky 7 nad GF(2) a mé
generujici matici

S O O =
o O = O
o = O O
= o O O
O = = =
—_ O R =
_ = o

2. Linearni kéd C se d4 zadat také jako mnozina vSech feseni soustavy Pw =
0, kde P je tzv. matice kontroly parity kédu C. To je uzitecné pro
dekédovéni, viz dale. Je-li G = (I1,|A), pak mtzeme vzit P = (—AT|I,,_1)
(ovétte, ze to funguje!).

Priklad: Zobecnény Hamminguv kéd. Hammingtv kéd mé matici kont-
roly parity

1110100
P=|(1101010
1011001

V&imnéme si, Ze sloupce jsou pravé vechny mozné nenulové vektory z GF(2)3.
Tato konstrukce se da zobecnit: Zvolime parametr ¢ > 2, a definujeme zobecnény
Hammingiv kéd pomoci matice kontroly parity P. Ta mé ¢ fadek a n = 2¢ — 1
sloupci, a sloupce jsou véechny nenulové vektory z GF(2)¢. Tedy k =2 —¢—1
an=2—1.

Turzeni: Zobecnény Hammingtv kéd C' mé d(C) = 3, tedy opravuje 1 chybu.
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Dikaz: Staci ovéfit, ze zaddny w € GF(2)" s jednou nebo dvéma jednickami
nespliiuje Pw = 0. Pro w s jednou jednickou by to znamenalo, Ze P mé nulovy
sloupec, a pro w se dvéma jednickami bychom dostali, Zze dva sloupce P se
rovnaji. Ani jedna moznost tudiz nenastava a diukaz je hotov.

Poznamenejme, Ze (zobecnény) Hammingtv kéd je optimélni v nasledujicim
smyslu: Zadny kéd € € GF(2)%~1 s d(C) > 3 nemé vic slov ne# zobecnény
Hammingtv kéd. Dtikaz ponechédvame jako (t€z$i) cviceni.

Dekdédovani zobecnéného Hammingova kédu. Nékdo nam poslal slovo w
zobecnéného Hammingova kédu a piijali jsme w’. Pokud doslo k nejvys jedné
chybé, madme w' = w nebo w' = w + e; pro ndjaké i € {1,2,...,n}, kde ¢; ma
jednicku na misté ¢ a jinde nuly.

Zda doglo k chybé pfi pfenosu a kde se okamzité poznd podle souc¢inu Pw’.
Pokud totiz w' = w, pak Pw’ = 0, zatimco pro w = w + e; je Pw' =
Pw + Pe; = Pe; = p;, coZ je i-ty sloupec matice P. Protoze sloupce P jsou
nenulové a navzdjem riizné, chybna pozice w’ se d4 snadno identifikovat.

Miuzeme dokonce prerovnat sloupce matice P tak, aby p; byl binarni za-
pis ¢isla 7, a pak vektor Pw’ pfimo ,jukazuje“ polohu chyby. Nesmime ov§em
zapomenout spravné prerovnat i sloupce matice G.

6 Kontrola nasobeni matic

Nasobeni matic je veledtilezita operace. Pfimocary algoritmus na nasobeni dvou
matic typu n x n vyzaduje fadové n® aritmetickych operaci. Piekvapivé byly
ale objeveny algoritmy s lepsi asymptotickou slozitosti a nejlepSimu z nich staci
fadové jen O(n?370) operaci. Nicméné konstanta imérnosti je zatim tak ast-
ronomickd, ze tento algoritmus je zajimavy pouze teoreticky. Matice, pro néz
by se jeho lepsi asymptoticka efektivita projevila, se nemohou vejit do zadného
soucasného a asi ani budouciho pocitace.

Pokrok ale nejde zastavit, a brzy mutze néjaka firma zacit prodavat program
MATRIX WIZARD, o némz tvrdi, Ze nevidanym novym algoritmem nésobi ma-
tice opravdu bleskové. Vam by se takovy program hodil, ale nespravné spocteny
soucin matic by pro vas mohl mit nedozirné nésledky. Potfebovali byste néjaky
jednoduchy program, ktery by vzdycky zkontroloval, jestli vysledna matice C
je opravdu soucinem zadanych matic A a B. Nemé samoziejmé smysl matice
A a B vynasobit a porovnat vysledek s C, protoZe neumite nésobit matice
ani zdaleka tak rychle jako MATRIX WIZARD. KdyzZ se ale pfipusti malicka
pravdépodobnost chyby, spravnost maticového nésobeni se opravdu dé kontro-
lovat velmi efektivné. Pro jednoduchost predpokladejme, Ze prvky matic jsou
raciondlni ¢isla, i kdyz nésledujici metoda funguje pro matice nad jakymkoliv
télesem.

Kontrolni algoritmus dostane matice A, B, C typu n x n jako vstup. Zvoli
si pomoci generatoru nahodnych c¢isel ndhodny n-slozkovy vektor x z nul a
jednicek. Presnéji, kazdy vektor z {0, 1}" se objevi se stejnou pravdépodobnosti,
rovnou 27", Algoritmus spoéité sou¢in Cx (pomoci f4dové n? operaci) a souéin
ABx (zase pomoci fadové n? operaci — spravné uzavorkovani je samoziejmé



Obsah 10

A(Bx)). Pokud se vysledky shoduji, odpovi algoritmus ANO (C je sou¢inem A
a B), a jinak NE.

Pokud plati C = AB, odpovi algoritmus vzdy ANO, a tedy spréavné. Pokud
ale C' # AB, muze odpovédét jako NE, tak ANO. Tvrdime ale, Ze (nespravnd)
odpovéd ANO mé pravdépodobnost nejvys %, a tedy algoritmus odhali chybné
maticové nasobeni s pravdépodobnosti aspon %

Polozme D = C — AB. Ted sta¢i ukézat, ze je-li D libovolnéd nenulova
matice typu n X n a x je ndhodny vektor {0,1}", potom vektor y = Dx je
nenulovy s pravdépodobnosti aspon % Bud d;; # 0. Ovéiime, Ze pak y; # 0
s pravdépodobnosti nejméné % Plati

Yi = dinz1 + dipxa + - + dinTn = dijjz; + S,

kde

S = Z dikmk.

k=1,2,....,n
k£

Predstavme si, ze volime slozky vektoru x jednu po druhé, feknéme podle vy-
sledkii n hodid minci, a Ze x; se voli jako posledni. Pfed timto poslednim hodem
minci je hodnota S, kterd na x; nezdvisi, uz zafixovana. Po poslednim hodu
bud nechame S beze zmény (kdyz vyjde x; = 0), nebo k nému piic¢teme ne-
nulové ¢islo d;; (pokud x; = 1). V aspon jednom z téchto pfipadi dostaneme
nenulovy vysledek, a tudiz Dx # 0 méa pravdépodobnost pfinejmensim %, jak
jsme tvrdili.

Dosud popsany algoritmus kontroly maticového nasobeni je rychly, ale za-
tim vypada znac¢né nespolehlivy. Ukazali jsme pouze, ze odhali chybu aspoil
v poloviné ptipadu. KdyZ ho ale zopakujeme pro jeden vstup A, B, C tieba pa-
deséatkrat, unikne mu chyba s pravdépodobnosti nejvys 2759 < 10715, a tato
pravdépodobnost je pro praktické ucely zanedbatelna.

Poznamka. Myslenka pravdépodobnostni kontroly vypodti, kterou jsme zde
vidéli v jednoduché formé, se ukazala neobycejné plodnou. Takzvand PCP véta
v teorii vypocetni slozitosti ukazala, Ze pro kazdou efektivné feSitelnou vypo-
¢etni ulohu se feseni da velmi rychle pravdépodobnostné zkontrolovat. Popu-
larné feceno, pomaly osobni pocita¢ muze v principu kontrolovat vypocty po
nejvykonnéjsich superpocitacich. Navic se objevily prekvapivé souvislosti téchto
vysledkti s aproximacnimi algoritmy.

7 Pokryvani aplnymi bipartitnimi grafy

Véta. Je-li mnozina E(K,,), tj. mnoziny hran tplného grafu na n vrcholech,
vyjadiena jako disjunktni sjednoceni mnozin hran m uplnych bipartitnich pod-
grafi, pak m > n — 1. (Vyjadieni s m = n — 1 je snadné najit.)

Dukaz. Predpokladejme, Ze uplné bipartitni grafy By, ..., B;, disjunktné po-
kryvaji vSechny hrany K, a necht (X, Yy) je rozklad mnoziny vrcholii By na
dvé ¢asti takové, ze hrany By jdou jen mezi nimi. (Mnozina V(By) = X U Yy
nemusi byt celé V(K,,).)
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Kazdému grafu Bj prifadime n X n matici Ay, jejiz prvek v i-tém fadku a
j-tém sloupci je

a(k)_{l pokud i € X aj €Yy

g 0 jinak.

Kazda Ap mé hodnost 1, ponévadZ vSechny nenulové fadky jsou rovny témuz
vektoru, totiz vektoru s jednickami v pozicich, jejichz indexy nélezeji Yi, a
s nulami v8ude jinde.

UvaZzme matici A = A1 + Ay + -+ + A,,. Hodnost souctu dvou matic je
nejvys rovna souctu jejich hodnosti (pro¢?), a tudiz hodnost A je nejvys m.
Staci tedy dokazat, ze tato hodnost je aspon n — 1.

Kazda hrana {i,j} nalezi pravé jednomu z grafi By, a proto pro kazdé
i # j plati bud a;; = 1, aj; = 0, anebo a;; = 0, aj; = 1 (pfitom a;=0). Odtud
A+ AT = J, — I,,, kde J,, je n x n matice samych jednicek.

Predpokladejme, pro spor, Ze hodnost A je nejvys n — 2. PripiSeme-li k ma-
tici A jeSté jeden Fadek ze samych jednicek, mé vznikld (n 4+ 1) x n matice
potrad hodnost nejvys n—1, a tedy existuje netrividlni linedrni kombinace jejich
sloupctt rovna 0. Jinymi slovy, existuje nenulovy (sloupcovy) vektor x € R”"
takovy, ze Ax = 0 a zéroven » . ; x; = 0.

7Z posledné uvedeného vztahu plyne J,x = 0. Spocitame

xT (A+ AT) x = x(J,—L)x=x"(J,x) — x (I,x) =

n
= O—XTx:—Z:U?<O.
i=1

Na druhé strané ale
x7 (AT +A)x = (XTAT) x +x7 (Ax) = 0Tx +x70 =0

a to je spor.

8 Stejné uhly

Jaky je nejvétsi podet pfimek v R3, z nichz kazdé dvé sviraji stejny tihel? Za-
timco kazdy vi, Ze v R? neexistuje vic navzajem kolmgch p¥imek nez 3, pro jiné
videlného dvacetisténu (spojujicich dvojice protilehlych vrchola) sviraji kazdé
dvé tyz thel:
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Vice pfimek ale uz nenajdeme:

Véta. Nejvétsi pocet piimek v R3, z nichz kazdé dvé sviraji stejny tihel, je 6,
a obecné v R¢ neexistuje vic nez (d;rl) takovych primek.

Dukaz. Méjme konfiguraci n primek, z nichz kazdé dvé sviraji tyz thel 9 €
(0, %). Bud v; jednotkovy vektor ve sméru i-té pfimky (ze dvou moznosti pro v;
vybereme jednu libovolné). Podminka s tthly pfimek je ekvivalentni podmince

|(vi|vj)| =cos? proi#j.

Povazujme v; za sloupcovy vektor, neboli matici dx1. Potom VZTV]' je ska-
larni soucin (v;|v;), nebo pfesnéji FeCeno matice typu 1x1, jejimz jedinym
prvkem je (v;|v;). Naproti tomu Vivf je matice typu dxd.

Ukéazeme, Ze matice viviT, i =1,2,...,n, jsou linedrné nezavislé. Jelikoz
jsou to prvky vektorového prostoru vsech realnych symetrickych matic typu
dxd, ktery ma dimenzi (dgl), dostaneme tim n < (dgl), jak jsme chteéli.
Uvazme linedrni kombinaci

n
E aiviv;fp =0.
=1

Vynésobime-li obé strany této rovnosti zleva v! a zprava v; a vyuZzijeme-li

asociativity maticového nésobeni, dostaneme ’
n n
0= Z aiv]T(viviT)vj = Z ai(vi|v;)? = a; + Z a; cos? 0.
i=1 i=1 i#j

Jinymi slovy, odvodili jsme Ma = 0, kde a = (aj,a2,...,a,) a M = (1 —
cos? V)1, + (cos?1)J,. Zde I, znaéi jednotkovou matici a .J, matici samych
jednicek. Je snadné se presvédcit, ze matice M je regularni (s vyuzitim cosv #
1), a proto a = 0. Tudiz matice vinT jsou linedrné nezévislé a véta je dokdzéana.
Poznamka. Zatimco pro d = 3 je horni odhad z této véty nejlepsi mozny, pro
vétsi d se nékdy dé zlepsit jingmi metodami, a nejlepsi mozna hodnota obecné
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nenf znama. Nejlepsf zndmy dolni odhad (z roku 2000) je 2(d+ 1), platng pro
vSechna éisla d tvaru 3 - 2271 — 1, kde t je &islo pFirozené.

9 Liché vzdalenosti

Véta. Nelze najit 4 body v roviné tak, aby vzdalenost kazdych dvou byla liché
celé cislo.

Dukaz. (Pouzivd determinantu a skaldrniho sou¢inu.) Pro spor piedpokla-
dejme, ze 4 body se vSemi vzdéalenostmi lichymi existuji. Mizeme piredpokladat,
Ze jeden z nich je 0, a zbyvajici tfi oznacime a, b, c. Tedy ||al|, ||b]], |||, ||a — b]|,
|b—c|| a|lc— a| jsou lich4 cela éisla.

Pozorovani: je-li m liché celé ¢islo, pak m? dava zbytek 1 modulo 8. Proto
druhé mocniny uvazovanych vzdalenosti déavaji zbytek 1 modulo 8. Z kosinové
véty pak dostaneme, 7e i 2(a|b) = ||a|*+||b||?>— ||a—b||* dav4 zbytek 1 modulo
8, a podobné pro 2(a|c) a 2(b|c). Je-li B matice

(ala) (a|b) (alc)
(bla) (b|b) (blc) [,
{cla) (c|b) (c|c)

pak 2B je kongruentni matici

modulo 8, a proto det(B) # 0. (Podrobnéji: Kazdy ¢len v definujicim vyrazu
pro determinant matice 2B dava stejny zbytek modulo 8 jako odpovidajici ¢len
v determinantu matice Z, a tedy det(2B) je kongruentni det(Z) modulo 8.
Pfitom det(Z) dava nenulovy zbytek, a tudiz i det(2B) # 0.) Hodnost matice
B je tedy 3. Na druhé strané B = AT A, kde

A — < ay b1 C1 )
al bz C2
Matice A ma hodnost nejvys 2, a jak znamo, hodnost sou¢inu matic je nejvys
rovna hodnosti kazdého z ¢initelt. Tudiz B méa hodnost nejvys 2 — spor.

10 Jen dvé vzdalenosti

Méjme mnozinu bod@ pi,po,...,pPr VvV roviné. Nejdiive predpoklddejme, ze
kazdé dva z nich maji tutéz vzdalenost. Potom musi tvorit vrcholy rovnostran-
ného trojuhelnika, a tudiz n < 3. Co kdyz pripustime, Ze vzdalenosti mezi nimi
mohou byt dvé ruzna ¢isla (ale ne vic)? Snadno se najde ¢tyrbodova konfigurace
jen se dvéma vzdélenostmi, tfeba vrcholy ¢tverce, a dalsi zamysleni odhali i pé-
tibodovou konfiguraci, totiz vrcholy pravidelného pétithelnika. Ale jak ukazat,
Ze nemuzeme najit konfiguraci mnohem vétsi?
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Podobné se miizeme ptat ve vyssi dimenzi, tj. v prostoru R%, d > 3: Jaké
je maximalni ¢islo n = n(d) takové, ze v R? existuje n-tice bod jen se dvéma,
vzdalenostmi? Nasledujici elegantni metoda dava pomérné dobry horni odhad
pro n(d), i kdyz vysledek pro rovinu neni tplné ohromujici (dostane se horni

odhad 9).

Véta. n(d) < 2(d? +5d +4).

Dukaz. Nechf py,p2,...,Pn jsou body v R% Oznaéme D(p;, p;) vzdalenost
p; od p;. Mame

D(ptu)2 = (pi1 — pj1)2 + (pi2 — pj2)2 + - (piad — de)27
kde p;; znaci j-tou soufadnici bodu p,. Pfedpokladejme, ze D(p;,p;) € {a,b}
pro kazdé i # j.
Definujeme funkce fi, fo, ..., fo: R? — R takto (to je zakladni trik diikazu):

filx) = (D(X, pi)2 — a2) (D(X, pi)2 - b2) )

kde x = (1, x9,...,24) € R?. Z ptredpokladu o dvou vzdélenostech dostaneme
(o) =40 pro i # j,
1i(ps) = { a’b?> £0 proi = j. (1)

Uvazme vektorovy prostor viech realnych funkei R* — R, a jeho podprostor
V' generovany funkcemi fq, fa,..., f,. Nejdfive tvrdime, ze fi, fo,..., fn jsou
linearné nezavislé. Predpokladejme, Ze linearni kombinace f = a1 f1 + asfo +
o+ 4 anfn je rovna 0, tj. je to funkce R — R davajici hodnotu 0 ve vsech
bodech R%. Specialné dava 0 i v kazdém z bodt p; a z toho podle (1) dostaneme
0 = f(pi) = ;a®b?, takze a; = 0 pro vsechna i. Tedy dim V = n.

Nyni najdeme pokud mozno maly systém generatorti. Presnéji feceno, na-
jdeme maly pocet funkei R? — R takovych, Ze kazdou f; lze vyjadiit jako jejich
linearni kombinaci; pfitom tyto funkce nemuseji lezet ve V.

Kazda f; je mnohoclen v proménnych 1, xs, ..., g stupné nejvys 4, a proto
ji lze vyjadrit jako linedrni kombinaci vSech jednoclent v x1,xa,..., x4 stupné
nejvys 4. Téch je, jak se da spocitat, (drl), a tak mame horni odhad n =
dimV < (df). Najdeme ale jesté tispornéjsi systém generatort.

Vyjadifme D(x,p;)? = 3¢ (z; —pij)? =X — Z;l:l 2xjpij + P, kde jsme

j=1
polozili X = 2?21 x? a P = Z;l:l p?j. Déle mame
fl(x) = (D(X7 pl)2 - a2) (D(X7 p2)2 - b2) -
d d
= (X — Z2xjpij + Az) (X — Z 2.%']‘]92‘]‘ + Bz>7

j=1 j=1

kde piseme A; = P; — a? a B; = P; — b?. Dalsi tipravou dostdvame
d d 2
filx) = X?—4X) piz;+ <Z 2pz‘j$j> +
j=1 J=1

d
j=1
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Odtud uz je vidét, ze kazda f; je linedrni kombinaci nésledujicich funkci:
,d,
,d,
d
,d a

(Poznamenejme, ze X samo je linedrni kombinaci :U .) To je celkem 1+d+d+
(2) +d+1= §(d2 + 5d + 4) funkci. Tim je véta dokazana.

Poznamka. Piiklad konfigurace (g) bodtt v R? pouze se dvéma vzdalenostmi
davaji body se dvéma soufadnicemi 1 a ostatnimi 0. Tato konfigurace lezi
v nadroviné Z‘ij:l x; = 2, takze ji miZeme umistit i v R%!, coz dava dolni
odhad n(d) > (*1') = 1(d? + d). Dokézany horni odhad tedy neni pro velké
dimenze daleko od pravdy.

11 Pokryvani krychle bez jednoho vrcholu

Tvrzeni: Necht hq, ho, ..., Ay, jsou nadroviny v R? neprochézejici pocatkem,
které pokryvaji viechny body mnoziny {0,1}? aZ na poc¢atek. Pak m > d.
Dukaz (polynomialni metoda). Necht h; m4 rovnici a;1z1 + aexs + -+ +
a;qxqg = 1. Uvazime mnohoclen

d

f(x1, 29, .., 2q H(l—Zawx]> ~TJ@ -z

i=1 j=1

Podle ptedpokladu je hodnota f rovna 0 ve viech bodech {0, 1}¢. Kdyby platilo
m < d, potom by f mél stupen d, a jediny jednoclen stupné d by byl x12s - - - x4
s nenulovym koeficientem. Zbyva ukazat, Ze tento jednoclen neni linedrni kombi-
naci jednoclenu nizsiho stupné, uvazujeme-li tyto jednocleny jako realné funkce
na {0, 1}4.

Nejprve si v§imneme, Ze na {0,1}? plati z; = CEZ, a tudiz kazdy mnohoclen
je ekvivalentni linedrni kombinaci jednoclenti tvaru x; = [[;c; i, kde I C
{1,2,...,d}. Stadi tedy ukazat, Ze takovd x; jsou linedrné nezavisla. Mé&jme
linearni kombinaci ZIg{m,...,d} ajry = 0. Pfedpokladejme, Ze existuje ag # 0,
a vezméme minimalni takové I (cy = 0 kdykoli J C I). Dosazenim x; = 1 pro
1€l ax;=0proi¢ I dostaneme oy = 0, spor.

12 Agent a paraplicko

Tajny vladni agent v poustnim vycvikovém tabore podvratné organizace nema
mnoho moznosti, jak bezpeéné predavat zpravy. Ma pét satkd, cerveny, bézovy,
zeleny, modry a fialovy, a kazdy den si vezme k uniformé jeden z nich. Analytici
na ustredi pak barvu jeho satku vyhodnocuji na druzicovém snimku, ale protoze
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satky nejsou nejcistsi, ukazalo se, ze se nékteré barvy nedaji spolehlivé odlisit.
MozZné zamény jsou znazornény na obrazku,

bézova

napriklad fialova se nepozna spolehlivé od modré ani od ¢ervené, ale neni ne-
bezpedi, ze by se zaménila se zelenou nebo bézovou. Pro spolehlivé predavani
zprav muze agent pouzivat napiiklad jen modry a cCerveny satek, ¢imz kazdy
den vysle jednu ze dvou moznosti, neboli informaticky feceno, jeden bit. Za k
dnii tedy miize sdélit jednu z 2F moznych zprav.

Mohlo by se zdét, ze v této situaci agent vic nez jeden bit zpravy denné po-
slat nemiize, protoze mezi kazdymi tfemi z jeho Satku jsou aspon dva zameénné.
Ale lepsi moznost existuje! Béhem dvou dnt po sobé muze poslat jednu z péti
zprav, napiiklad takto:

prvini den druhy den

zprava 1  Cerveny cerveny
zprava 2 bézovy zeleny
zprava 3 zeleny fialovy
zprava 4 modry bézovy
zprava 5 fialovy modry

Skuteéné, u zaddnych dvou z téchto dvoudennich kombinaci nehrozi zameéna,
jak se muze ¢tenar sam presvédcit. Timto zpusobem lze za k dnt, pro sudé k,

poslat jednu z 55/2 = \/gk moznych zprav. Efektivita na den uvedenym trikem
vzrostla ze 2 na /5.

Otazka nyni je, jestli efektivitu lze dal zvysit, napiiklad kombinacemi t¥i-
dennimi nebo desetidennimi. To je tézky matematicky problém. Odpovéd zni,
ze efektivitu jiz zvysit nejde, a nasledujici mistrovsky kousek je jediny znamy
dikaz.

Nejprve problém formulujeme matematicky (a obecnéji). Uvazujeme néja-
kou abecedu S, v nasem pripadé S sestava z péti moznych barev satkia. U nékte-
rych dvojic prvka z S je nebezpedi zamény, coz vyjadiime grafem G = (S, E),
kde zaménitelné symboly z S jsou spojené hranou. Pro popsanou situaci s agen-
tem jsme graf G uvedli na obrazku a je to kruznice délky 5, ¢ili Cs.

Uvazme dvé zpravy délky k, ajas---ap a biby--- by (v terminologii teorie
kédi jsou to slova délky k nad abecedou S, viz sekci 5). Ty jsou zaménitelné,
praveé kdyz pro kazdé i = 1,2, ...,k je ai zaménitelné s by, neboli plati a; = b;
nebo {a;,b;} € E. Necht ai(G) ozna¢uje maximalni velikost mnoziny zprav
délky k, z nichz zadné dvé nejsou zaménitelné. Specidlné a4 (G) je maximalni
velikost mezdvislé mnoziny v grafu GG, tj. mnoziny vrcholl, z nichz zadné dva



17 Obsah

nejsou spojené hranou. Tato velikost se obvykle oznacuje o(G). Pro nas piiklad
zjevné a1(Cs) = a(Cs) = 2. Uvedena tabulka dokazuje, ze as(Cs) > 5, a ve
skuteénosti plati rovnost — nerovnost as(C5) < 5 bude velmi specidlni pfipad
vysledku, ktery dokazeme.

Shannonova kapacita grafu G je definovana takto:
O(G) :=sup {ak(G)l/k ck=1,2,.. }

Vyjadiuje maximéalni moznou efektivitu bezchybného posilani zprav, vztazenou
na jeden symbol. Pro dost velké k£ muzZe agent za k dni poslat jednu z priblizné
O(C5)* moznych zprav, a vic poslat nemiize. DokaZeme nasledujici:

Véta. O(Cs) = /5.

Nejdiive si vSimneme, Ze ax(G) mizeme vyjadiit jako maximalni moznou
velikost nezavislé mnoziny ve vhodném grafu. MnozZina vrcholi tohoto grafu
je S*, tedy vrcholy jsou vsechny mozné zpravy (slova) délky k, a dva vrcholy
a1ag - --ag a bibs - - - by jsou spojené hranou, pravé kdyz jsou zaménné. Tento
graf budeme znacit G*. Je to takzvany silny souéin k exemplait grafu G. Pro
dva obecné grafy H a H' se silny souc¢in H - H' definuje takto:

V(H-H') = V(H)xV(H),
EH-H) = {{(u,u),(v,v)}: (u=vnebo {u,v} € E(H))
a zaroveni (u' = v/ nebo {u',v'} € E(H'))}.

N4 tikol je tedy shora omezit velikost nezavislé mnoziny v grafech C¥.

Pokracujeme obecnou tvahou, kterd dava do souvislosti nezavislé mnoziny
v grafu s jistymi systémy vektorti. Bud H = (V, F) libovolny graf. Ortogo-
nalni reprezentace grafu H je zobrazeni p: V — R"™ pro néjaké n, spliiujici
nasledujici podminky:

e ||p(v)|| =1 pro kazdé v € V, tj. vrcholtim se pfifazuji jednotkové vektory.

o Jestlize {u,v} ¢ E, pak (p(u) | p(v)) = 0, tj. vrcholtim nespojengm hranou
jsou vzdy pfifazeny kolmé vektory (v této sekci znaéi (.|.) standardni
skalarni souéin v R").

Pro dtikaz hlavni véty budeme potfebovat zajimavou ortogonalni reprezen-
taci prp grafu Cs v R3, , Lovaszovo paraplicko“. Pfedstavime si slozeny destnik
s péti dréty, jehoZ rukojet je vektor e; = (1,0,0), a pomalu ho rozevirdme az
do okamziku, kdy jsou kazdé dva nesousedni draty kolmé:
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V této chvili draty definuji jednotkové vektory vi,ve,...,vs, a prifadime-li i-
tému vrcholu grafu Cs vektor v;, dostaneme ortogondlni reprezentaci pr,p,. Neni
tézké spocitat potiebny thel rozevieni destniku: vyjde (v;|e;) = 571/4, coz
budeme za chvili potfebovat.

Pomoci kazdé ortogonalni reprezentace muzeme shora omezit maximalni
velikost nezavislé mnoziny:

Lemma. Je-li H graf a p néjakd jeho ortogonalni reprezentace, pak o(H) <
I(H,p), kde

1
IH = S
(Hop) = max Ty Ter?

Dukaz. Vyrobit ortogonélni reprezentaci p s co nejmensi hodnotou ¥(H, p)
geometricky znamena naskladat vSechny vektory p(v) do co nejmensiho kuzele
kolem vektoru e;. Pfitom nezavisla mnozina v H odpovida systému ortonormal-
nich vektor® a pro systém ortonormalnich vektori mizeme vypocitat nejmensi
mozny uhel kuzele, ktery jej obsahuje — z toho vyjde tvrzeni lemmatu.

K formalnimu dtkazu potfebujeme védét, ze je-li (by,bs,...,b,,) jakykoli
ortonormalni systém vektort v néjakém R™ a u je libovolny dalsi vektor, pak

m
2 2
> (b [w)? < [u]?.
i=1
Mizeme totiz dany systém (by,bg, ..., by,,) pfiddnim dalsich n — m vhodnych
vektori rozsifit na ortonormélni bazi (bq,bs,...,b,). Potom i-t4 soufadnice

vektoru u vzhledem k této bazi je (b; | u) a pro délku vektoru u méme z Pytha-
gorovy véty rovnost |[ul|? = >, (b; |u)?. Pozadovana nerovnost se dostane
vynechanim poslednich n — m c¢lend na pravé strané.

Je-li nyni I C V(H) nezavisla mnozina vrchola v grafu H, pak (p(v) : v € I)
tvorf ortonormalni systém, a tudiz Y-, . (p(v) | e1)? < |le1]|* = 1. Proto existuje
v € I, pro néjz <p(v)\e1>2§ﬁ,atedy 9(H, p) > |I]. O
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Pro graf C5 dava uvedené lemma a Lovaszovo paraplicko
a(Cs) < 9(Cs, prp) = V5.

Dokazovana véta pak plyne z nésledujiciho lemmatu o chovéani ortogondalnich
reprezentaci vzhledem k silnému soucinu.

Lemma. Necht Hy, Hy jsou grafy, a necht p; je néjaka ortogonalni reprezentace
H;, v =1,2. Potom existuje ortogonalni reprezentace p silného souc¢inu H; - Ho,
pro niz plati 9(Hy - Ho, p) = ¥(H1, p1) - V(Ha, p2).

Aplikujeme-li toto lemma (indukeci) na silny soucdin k exemplait Cs, dosté-
vame N
a(CF) < 9(Cs, pLp)f = V5,

coz dokazuje ©(Cs) < /5.

Zbyvé dokézat lemma. K tomu potiebujeme operaci tenzorového sou-
¢inu!. Tenzorovy soucin dvou vektorii x € R™ a y € R” je vektor v R™", jehoz
slozky jsou vSechny souciny x;y; pro: = 1,2,...,m a j = 1,2,...,n. Budeme
jej oznacovat zapisem x ®y. Napiiklad pro x = (21, x2,23) ay = (y1,y2) mame

X ®y = (T1y1, T2Y1, T3Y1, T1Y2, T2Y2, T3Y2) € RS,

Ctenaii pfenechdme snadné ovéfeni nésledujiciho faktu:

xeyl|xey)=x|x) (y|y")

pro libovolnd x,x’ € R™, y,y’ € R".

Ted uz miizeme definovat ortogonélni reprezentaci p silného souéinu Hy - Hy
jako v lemmatu. Vrcholy H; - Hy jsou dvojice (vy,v2), v1 € Hy, vo € Ho.
Polozime

p((v1,v2)) = p1(v1) ® p2(v2).

Ze zminéného faktu o skaldrnim soucinu tenzorovych soucint je snadné zkont-
rolovat jak to, ze p bude opravdu ortogonalni reprezentace H; - Hs, tak rovnost
W(Hy - Hy, p) = O(Hy, p1) - 9(Ha, p2). Tim je dikaz véty ukoncen. O

Poznamky. Veli¢ina
Y(G) = inf{Y(G, p) : p ortogondlni reprezentace grafu G}

se nazyvé Lovaszova theta-funkce grafu G. Jak jsme vidéli, dava horni od-
had na a(G) (nezavislost grafu). Také neni tézké ukazat, ze zdola odhaduje
barevnost dopliiku grafu G, neboli minimélni pocet plnych podgrafi potieb-
nych k pokryti G. Zatimco vypocitat nezavislost ¢i barevnost daného grafu jsou
algoritmicky obtizné (NP-uplné) tdlohy, ¥J(G) se kupodivu da vypocitat v po-
lynomialnim ¢ase (tedy presnéji feceno aproximovat s libovolnou piedepsanou
pfesnosti). Tim, a fadou dalsich podivuhodnych vlastnosti, je Lovaszova funkce
velmi uzitecna.

1V line4rni algebie se tenzorovy souéin definuje obecnéji, pro dva libovolné vektorové pro-
story. Definici uvedenou zde mtzeme povazovat za ,standardni“ tenzorovy soucin.
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Shannonova kapacita grafu je mnohem tézsi ofisek. Pro jeji vypocet ¢i apro-
ximaci neni zndm vibec Zddngy obecny algoritmus (ani polynomiélni, ani nepo-
lynomiélni). A pro nevyfeseny piipad nemusime chodit daleko — ©(C7) neni
znamo! Kdyby mél agent sedm Satkl, nikdo mu zatim neporadi, jak nejlépe
vysilat.

13 T¥ti Petersenovy grafy nestaci

Znamy Petersentuv graf

ma 10 vrchold stupné 3. Tt kopie Petersenova grafu maji dohromady pfesné
stejné hran jako uplny graf Kig. Presto jimi nelze vSechny hrany Kig pokryt.
Ptesnéji receno:

Veéta. Neexistuji tri podgrafy Kig, kazdy z nich isomorfni Petersenovu grafu,
které by dohromady pokryvaly vsechny hrany K.

Vétu je samoziejmé mozné dokazat rozborem mnoha pripadi. Nasledujici
elegantni dikaz je malou ukdzkou pomérné rozsahlé ¢asti teorie grafi — vlast-
nosti a pouziti vlastnich ¢isel matice sousednosti grafu.

Dukaz. Matice sousednosti grafu G na mnoziné vrcholu {1,2,...,n} je defi-
novana jako matice A typu nxn, kde

0 = 1 pokudi#ja{i,j}e EG),
Y10 jinak.

Tedy matice sousednosti grafu Kig je Jig — I10, kde J, je nxn matice samych
jednicek a I, je jednotkova matice.

Predpokladejme, Ze existuje pokryti hran K9 podgrafy P, Q a R, z nichz
kazdy je isomorfni Petersenovu grafu. Znaci-li Ap matici sousednosti grafu P,
a podobné pro Ag a Ag, musi platit Ap + Ag + Ar = Jio — I10.

Je snadné ovérit, ze jsou-li dva grafy isomorfni, maji jejich matice soused-
nosti stejny soubor vlastnich ¢isel, a taky stejné dimenze vlastnich podprostori
prislusnych k jednotlivym vlastnim ¢islam.

Gaussovou eliminaci spocitame, Ze pro matici sousednosti Petersenova grafu
mé vlastni podprostor pfislusny k vlastnimu ¢islu 1 dimenzi 5, tj. matice Ap —
119 mé 5-dimenzionalni jadro. Navic mé tato matice v kazdém sloupci pfesné t¥i
jednicky a jednu —1, a tedy se¢teme-li vSechny rovnice ze soustavy (Ap—1I1p)x =
0, dostaneme 2x1 + 2z9 + - - - 4+ 2219 = 0. Jinymi slovy, celé jadro Ap — I1g je
obsaZeno v 9-dimenziondlnim ortogonalnim dopliku vektoru (1,1,...,1). Totéz
plati pro jadro Ag — 19, a proto maji obé jadra spoleény néjaky nenulovy vektor
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x. Pro néj vime Jiox = 0 (protoze je kolmy k (1,1,...,1)), a spoCitdame

ARX = (Jlo—Ilo—Ap—AQ)X:
= J10X—110X— (Ap—[lo)X—(AQ —[10)X—2[10X=
= 0—-x-0-0—-2x=—-3x.

To znamené, ze —3 musi byt vlastnim ¢islem Ap, ale matice sousednosti Peter-
senova grafu toto vlastni ¢islo nemé — spor.

14 Konec padesatniku

Internetové zasilatelstvi dostalo m objednéavek, kazda z nich pozaduje nékolik
kustt zbozi riznych druhti. Vtom vysel vladni vynos rusici padesatniky a na-
Fizujici, Ze cena kazdého zbozi musi byt zaokrouhlena na celé koruny (nahoru
nebo dolti, a pokud cena uz byla v celych korunach, pak se neméni). Mtze za-
silatelstvi zaokrouhlit vSechny ceny tak, aby se celkova cena zadné objednavky
moc nezménila? Tento zaokrouhlovaci problém a jemu podobné se studuji v te-
orii diskrepance. Tady uvedeme jednu vétu, kterd se dokazuje pomoci linearni
algebry.

Véta. Jestlize od zadného druhu zbozi neni dohromady objednano vic nez
t kust, a jestlize zadna objednavka nepozaduje vice nez jeden kus zbozi od
kazdého druhu, potom Ize ceny zaokrouhlit na celé koruny tak, ze cena zadné
objednévky se nezméni o vic nez t korun. (Piivodni ceny dokonce mohou byt
zcela libovolné a nemusi byt v celych padesatnicich.)

Je pozoruhodné, ze odhad chyby zaokrouhleni zde viibec nezéavisi na celko-
vém poctu objednavek ani na poc¢tu druhi zbozi.

Matematic¢téjsi vyjadifeni problému. Oznacme druhy zbozi 1,2,...,n a
bud ¢; cena jednoho kusu od j-tého druhu. Miizeme pfedpokladat, ze kazdé c; €
(0,1) (protoze v problému hraje roli jen zména ceny zaokrouhlenim). Ponévadz
zddné objednavka nepozaduje vic nez jeden kus zbozi kazdého druhu, miizeme
i-tou objednéavku reprezentovat jako mnozinu S; C {1,2,...,n},i=1,2,...,m.
Véta nyni tvrdi, ze pokud zddné j neni ve vic nez ¢ mnozinach, existuji ¢isla
21,29, ..., 2y € {0,1} takova, ze

D)%

JES; JES:

<t, prokazdéi=1,2,...,m.

Dukaz. Pro kazdy index j € {1,2,...,n} zfidime jednu redlnou proménnou
xzj € [0,1], jiz na zacatku pfifadime hodnotu c¢;, a ktera se bude v pribéhu
dtikazu ménit. Nakonec bude mit kazdé x; hodnotu 0 nebo 1, a tuto hodnotu
pouZijeme jako z;.

V kazdém kroku jsou nékteré z proménnych x; uz ustélené, zatimco ostatni
jsou ,kolisavé“. Na zacatku jsou vSechna x; kolisava. Ustdlend x; maji hodnoty
0 nebo 1, a ty se jiz nikdy nebudou ménit. Hodnoty kolisavych proménnych jsou
v intervalu (0, 1). V kazdém kroku se aspon jedna kolisavd proménna ustéli.
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Nazyvejme mnozinu S; hrozivou, jestlize obsahuje vic nez t indexid j tako-
vych, Ze x; je jeSté kolisava. Ostatni mnoziny jsou neskodné. Budeme udrzovat
v platnosti nasledujici podminku:

Z xj = Z ¢; pro vSechny hrozivé S;. (2)
JES; JES;

Ozna¢éme F' mnozinu indexi vSech kolisavych proménnych, a uvazme (2) jako
systém linedrnich rovnic, jehoz nezndmé jsou kolisavé proménné (zatimco hod-
noty ustalenych proménnych zde vystupuji jako konstanty). Tento systém urcité
ma FeSeni, totiz momentalni hodnoty kolisavych proménnych. Ponévadz pred-
pokladdme, ze kazda kolisavd proménnd lezi v intervalu (0,1), zminéné feSeni
je vnitinim bodem |F|-dimenzionalni krychle [0, 1]/¥]. Chceme ukézat, 7e exis-
tuje také reseni na hranici této krychle, tj. takové, Zze aspon jedna neznama ma
hodnotu 0 nebo 1.

Klicové pozorovani je, ze pocet hrozivych mnozin je v kazdém okamziku
ostfe mensi nez pocet kolisavych proménnych (kazda hroziva mnozina potie-
buje vic nez t kolisavych proménnych, zatimco jedna kolisava proménna prispéje
nejvys t hrozivym mnozindm). TudiZz uvazovana soustava linedrnich rovnic ma
méneé rovnic nez neznamych, a proto mnozina feSeni ma dimenzi aspon jedna.
Uvazovanym feSenim uvniti krychle [0, 1]/¥! tedy prochézi né&jaké piimka (jed-
nodimenzionalni afinni podprostor), jejiz vSechny body jsou také feSenimi. Ta-
kova primka protind hranici krychle v néjakém bodé y. Soufadnice bodu y
pouzijeme jako hodnoty kolisavych proménnych pro dalsi krok. Vsechny koli-
savé proménné xj, pro néz odpovidajici souradnice bodu y je 0 nebo 1, budou
vS8ak od nasledujiciho kroku pocinaje ustalené.

Popsany krok opakujeme, dokud se vSechny proménné neustali. Tvrdime, zZe
vezmeme-li za z; ustdlenou hodnotu z; pro vSechna j, bude splnéna podminka
(zjesi ¢j = jes, 25| < t pro kazdé i = 1,2,...,m, jak jsme chtéli. Abychom
to nahlédli, uvazme néjakou mnozinu S;. V okamziku, kdy pfestala byt hroziva,
platilo jeSté > cq. ¢j — > ;cg, 2 = 0 podle podminky (2). Tehdy S; obsahovala
indexy nejvys t kolisavych proménnych. Hodnota kazdé z téchto kolisavych
proménnych se ve zbytku postupu nezménila vic nez o 1 (mohla byt tfeba 0.001
a pak se ustalit na 1). Tim je ditkaz hotov.

15 Vektory v ohradce

Véta. Bud M libovolna mnozina n vektorit v R?, sphiujici ||v|| < 1 pro kazdé
v € M, kde ||v| zna¢i normu v neboli obvyklou euklidovskou délku, a dale
> vemV = 0. Potom se vSechny vektory z M daji srovnat do posloupnosti
(Vi,Va,...,vy) tak, ze ||vi + vo + - + vi|| < d pro kazdé k =1,2,...,n.

Napiiklad pro rovinu (d = 2) véta zarucuje takové pofadi, ze vyjdeme-li
z pocatku, popojdeme o vy, pak o vy, pak o vs,..., a nakonec o v, nikdy
nevybocime z kruhové ohradky o poloméru 2 se stiedem v pocatku.
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mnozina M Spatné poradi dobré poradi

V prikladu na obrazku lze vektory dokonce srovnat tak, ze cesticka nevyboci
z ohradky o poloméru 1, ale obecné to mozné neni (zkuste najit ptiklad). Pro
rovinu se presné vi nejmensi mozny polomér ohradky \/3/2 ~ 1.118, a pro
obecnou dimenzi d je nejlepsi znamy dolni odhad fadu v/d. Otazka, zda se véta
da obecné vylepsit na ohradky s polomérem O(\/a ), je oteviena.

Dikaz véty. Je to trosku slozitéjsi variace metody z oddilu 14. Polozime
M, = M, a budeme postupné konstruovat mnoziny M,,_1, M,,_s,...,M, pii-
¢emz Mj_q vznikne z M}, ubranim jednoho vektoru (takze |My| = k). Spolu
s mnozinou My vyrobime také soubor redlnych koeficienti pro vektory z My,
tj. ¢isla ag v € R, v € My, spliujici podminky

(i) 0 < gy <1 pro vSechna v € M,
(ii) ZveMk apy=k—d,

(i) yens, v = 0.

Pro k = n vime, ze ) ., v = 0, a kdyz tedy vezmeme a,, v = n=d hro vechna

n
v € M, budou vSechny tii podminky splnény.
Ted chceme pokroé¢it od k ke k — 1. Uvazime pomocnou soustavu linedrnich
nerovnic a rovnic pro neznamé x, v € My:

zy > 0 provsSechnav eV, (3)
vy < 1 provsechnav eV, (4)
Yoav = (k=1)—d, ()

g
b
<
I
(@)
©

Soustava mé aspon jedno feSeni, protoze x, = %ak,v je podle podminek
(i)—(iii) feSenim. Tvrdime, Ze existuje i feSeni, pro néz je nékteré z, = 0.

Nejdiiv vyfidime specidlni pfipad: Kdyz k = d + 1, je prava strana v (5)
rovna 0, a proto nulovy vektor je fesenim.

Nyni dokazujeme tvrzeni za predpokladu & > d 4+ 2 Nejdfive nahlédneme,
Ze existuje feSeni, pro néz aspont v k —d — 1 z nerovnic (3), (4) nastéava rovnost.
V soustavé mame d + 1 rovnic (nebot (6) je rovnost dvou d-dimenzionélnich
vektortl), a proto mnozina feSeni méa dimenzi pfinejmensim k —d — 1 > 1.
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) . NPTV (k—1)—d . ..
Vyrazime z naseho pocate¢niho feseni xy = “—F——axyv a jdeme mnoZinou

feSeni po néjaké piimce, dokud nenastane v nékteré z nerovnic (3), (4) rovnost;
geometricky, dokud nenarazime na hranici krychle 0 < x, < 1. Plati-li ted
napriklad rovnost x, = 1 pro néjaké u, proménnou z, zafixujeme na hodnotu
1. Tim ubude jedna neznama, a dimenze feSeni nasi soustavy d+ 1 rovnic klesne
o 1 na k—d—2. Pokud tohle ¢islo je porad aspon 1, miizeme argument s ptrimkou
a hranici krychle zopakovat a docilit dalsi rovnosti v jiné z nerovnic, atd. Takto
dosdhneme k — d — 1 rovnosti. Kdyz aspon jedna z téchto rovnosti je x, = 0,
mame co jsme chtéli. Kdybychom méli £ — d — 1 rovnosti z, = 1, pak musi byt
nulova vSechna ostatni z, diky rovnici (5), a tvrzeni plati také.

Podle tohoto tvrzeni zvolime néjaké feseni X = (Zy : v € M}) nasi soustavy
s aspon jednou nulovou slozkou, a vektor v € My, pro néjz z = 0, pojmenujeme
vk (ma-li X vice nulovych slozek, vybereme z nich libovolné). To bude vy, jako
ve vété, jak za chvili nahlédneme. Definujeme Mjy_; = My \ {vi}. Samoziejmé
je vSe pfichystano tak, Ze kdyz polozime aj_1, = Ty pro v € M;_1, plati
podminky (i)—(iii) a indukéni krok je hotov.

Ted mame definovdno v,,,vy,_1,...,vgr1. V My zbyva d neocislovanych
vektorli, a ty odislujeme vi,va,..., vy Uplné libovolné. Nyni miizeme psat i
My ={vi,va,...,Vi}.

Odhadnéme délku vektoru vi + vo + - -+ + vi. Pro k < d jisté neni vic nez
d, ponévadz s¢itame k vektort delky nejvys 1. Pro k > d je hlavni trik odedist
od uvazovaného souctu vyraz Z ", vV, rovny 0 podle (iii):

HV1 —l-"'—l-VkH

11 = ary)vi+ -+ (1= apy)vell <
(1= ary)lvall 4+ + (1 = ary)llvil <
(1 akv1)+"'+(1_ak,vk):

k— (Oékvl --+Oék7vk)=/<?—(k—d)=d.

IN A

Tim je dikaz véty hotov.

Poznamka. Z uvedeného diikazu ve skute¢nosti plyne obecnéjsi tvrzeni, pro
libovolnou konvexni ohradku, nejen pro kruhovou: Je-li B ¢ R? omezené kon-
vexni mnozina obsahujici poc¢atek, a je-li mnozina n vektort spliiujici v € B pro
vechna v € M a ) ,,v = 0, potom existuje pofadi (vi,va,...,Vv,) vektori
z M,pronézvi+ve+---+vp€dBprok=1,2...,n,kdedB = {dx: x € B}.
Je zajimavé, ze tady uz je konstanta ,nafouknuti d nejlepsi mozné (napiiklad
v roviné to ukazuje B zvolené jako rovnostranny trojihelnik se stfedem v po-
catku).

16 Perfektni parovani a determinanty

Parovani v grafu G je podmnozina hran F' C F(G) takova, ze zadny vrchol G
neni obsazen ve vic nez jedné hrané F'.
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Perfektni parovani je parovani pokryvajici vSechny vrcholy. Najdéte néjaké
v grafu na obrazku!

Vysvétlime pomérné jednoduchy algoritmus pro testovani, zda mé dany graf
perfektni parovani. Zakladni pfistup je podobny jako u testovani maticového
nasobeni v oddilu 6. Probereme pouze bipartitni pfipad, ktery je jednodussi.

Uvazme bipartitni graf G. Vrcholy jsou rozdéleny do dvou tfid
{ui,ug,...,un} a {vy,va,...,v,} a hrany jdou jen mezi tfidami, nikdy uvnitf
jedné t¥idy. Tridy jsou pfirozené stejné velké, protoze jinak bipartitni graf per-
fektni parovani nema. Pocet hran G ozna¢me m.

Necht S,, oznac¢uje mnozinu vSech permutaci mnoziny {1,2,...,n}. Kazdé
perfektni parovani v G odpovida jednoznacné permutaci m € S,,. MiuZeme jej
totiz zapsat ve tvaru {{u1, vr(1)}, {u2,vr2)}, - - 5 {Uns Vr(n) }}-

Existenci perfektniho parovani vyjadiime pomoci determinantu. Pro kaz-
dou hranu {u;,v;} € E(G) zavedeme jednu proménnou z;;, celkem tedy m
proménnych, a definujeme matici A typu n X n nasledovné:

R jestlize {u;,v;} € E(G)
Y7710 jinak.

Determinant matice A je mnohoclen ve zminénych m proménnych. Podle defi-
nice determinantu dostaneme

det(A) = > sign(m) - a1 (1)02,m@) * Gnmin) =
TESK

= Z Sign(ﬂ-) “TLa)L2,m(2) " Tnm(n)-
7 uréuje perfektni
parovani v GG

Tudiz kdyz G nemé zadné perfektni parovani, pak det(A) je nulovy mnoho-
¢len. Obracené, pokud néjaka permutace m urcuje perfektni parovani, dosa-
dime do det(A) za proménné takto: Tini = 1 pro vSechna i = 1,2,... n,
a vSechna ostatni z;; budou 0. Potom pro tuto permutaci 7 mame sign(7) -
T 7(1)T2,x(2) " Tnyr(n) = 1. Pro kazdou jinou permutaci o # 7 existuje ¢ ta-
kové, ze o(i) # n(i), takZe z;,(;) = 0, a tedy vSechny ostatni ¢leny v det(A)
jsou nulové. Pro takto zvolend x;; proto mame det(A) = 1. Ukazali jsme, zZe
det(A) je nenulovy mnohoélen, pravé kdyz md G perfektni parovdns.

Ted bychom chtéli poznat, jestli mnohoclen det(A) je nulovy nebo ne. Ne-
mizeme si dovolit mnohodlen explicitné spocitat, protoze ma tolik ¢lent, jako
je perfektnich parovani v G, a to muze byt exponencidlné mnoho. Dosadime-li
ale za vSechny proménné z;; néjaka konkrétni ¢isla, mtizeme hodnotu det(A)
snadno vy¢islit, protoze pak mame co ¢init s determinantem c¢iselné matice a
muzeme pouzit tfeba Gaussovu eliminaci. Muzeme si tedy myslet, ze mame
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mnohoclen v m proménnych stupné nejvys n dany cernou skiinkou, kterd na
pozadani vrati jeho hodnotu v kterémkoli zadaném bodé.

U obecné funkce dané cernou skfinkou si nikdy nemizeme byt jisti, Ze je
identicky 0, pokud ji nenechame spocitat ve vsech moznych bodech. Ale mno-
hoélen nevelkého stupné méa podivuhodnou vlastnost: Je bud vSude roven 0,
anebo skoro vSude nenulovy. To je kvantitativné vyjadieno nasledujici vétou.

Schwartzova-Zippelova?véta. Bud K libovolné téleso a S C K jeho koneéné
podmnozina. Potom pro kazdy nenulovy mnohoclen p(x1,...,z,) stupnéd vm
proménnych a s koeficienty z K je pocet usporadanych m-tic (r1,72,...,7m),
71,79, ..., Tm € S, pronéz p(ry,r2, ..., m) = 0, nanejvys d|S|™!. Jinak feceno,
zvolime-li nahodné a nezavisle prvky ri,r2,...,rm € S, potom pravdépodob-
nost toho, ze p(ri,ra, ..., m) =0, je maximalné ‘Ll'.

Nez vétu dokazeme, vratime se k bipartitnimu parovani. Predpokladejme, Ze
G ma perfektni parovani, a tudiz det(A) je nenulovy mnoho¢len. Schwartzova-
Zippelova véta ukazuje, ze vypocitame-li det(A) pro hodnoty proménnych z;;
vybrané nadhodné a nezavisle z mnoziny S = {1,2,...,2n}, potom pravdépo-
dobnost toho, ze dostaneme 0, je nejvys %

Abychom zjistili, jestli determinant je po dosazeni 0, musime jej spocitat
presné, a pritom mohou vzniknout exponencialné velké mezivysledky (¢isla s 4~
dové n bity), a aritmetické operace s tak velkymi ¢isly jsou ¢asové naroc¢né.
Lepsi je pocitat determinanty nad koneénym télesem. Nejjednodussi je zvolit
prvocislo p mezi 2n a 4n (podle véty z teorie ¢isel zvané Bertrandav postulat
takové uréité existuje, a neni problém jej dostatecné rychle najit) a pocitat v té-
lese zbytkovych t¥id modulo p. Pak jsou aritmetické operace rychlé (je ovSem
potieba si pfedem pfipravit tabulku inverznich prvki).

Pouzijeme-li na vypocty determinantu obvyklou Gaussovu eliminaci, dosta-
neme pravdépodobnostni algoritmus na testovani, zda méa dany bipartitni graf
perfektni parovéani, ktery bézi v ¢ase O(n?) a selZe s pravdépodobnostni nejvys
%. Pravdépodobnost selhani miizeme k-ndsobnym opakovanim snizit na 27%).
Algoritmy na rychla nésobeni matic, zminéné v sekci 6, lze pouzit i na vypocet
determinantu, a pak dostaneme asymptoticky nejrychlejsi znamy algoritmus na
testovani bipartitniho perfektniho parovani, s dobou béhu O(n?-376).

Cestné ale pfiznejme, Ze je znam deterministicky algoritmus, ktery (vidy)

najde maximalni parovani v ¢ase O(n*%), a ten je v praxi podstatné rychlejsi.
Navic algoritmus, o némz jsme mluvili zde, sice umi poznat, jestli perfektni
jdou). Na druhé strané se probrany algoritmus dé efektivné implementovat na
paralelnim pocitaci tak, ze s dostateéné mnoha procesory bézi ve velmi kratkém
Case. Zadny jing piistup, ktery by daval srovnatelné rychlé paralelni algoritmy,
znam neni.
Dukaz Schwartzovy-Zippelovy véty. Postupujeme indukci podle poctu
proménnych m. P¥ipad m = 1 je zndma véta z algebry: Mnoho¢len p(z) stupné
d v jedné proménné ma nanejvys d kofent. (Dokazuje se to indukei podle d:
Je-li p(a)) = 0, potom p(z) mizeme vydélit © — « a snizit stuperi.)

2Tenhle Schwartz je opravdu s t, narozdil od toho z Cauchyho-Schwarzovy nerovnosti.
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Bud m > 1 a pfedpokladejme, Ze se proménné x; vyskytuje aspon v jed-

nom ¢lenu p(zq,...,%,) (kdyZz ne, proménné vhodné piejmenujeme). PiSme
p(z1,...,%m) jako mnohoclen v proménné x1, pfi¢emz kazdy koeficient je mno-
hoclen v proménnych zo, ..., Tm:

k
p(x1,xe,.. . Ty) = szlpi(xg, ce X)),
1=0

kde k je nejvyssi mocnina xq vyskytujici se v p(x1,...,2,).

Rozdélime m-tice (r1,72, . .., ry) splijici p(r1, ..., 7m) = 0 do dvou skupin.
V prvni skuping, jiz ozna¢ime Ry, jsou ty, pro néz pg(ra, ..., ) = 0. Ponévadz
mnoho¢len py(zg,...,2,) je nenulovy a mé stupenn maximdalné d — k, podle
indukéniho piedpokladu mame pro (ra, ..., 7.,) nejvys (d — k)|S|™ 2 moznosti,
a proto |Ry| < (d — k)|S|™ L.

Ve druhé skupiné Ry jsou zbyvajici m-tice, pro které p(ry,ra,...,rm) = 0,
ale p(ra, ..., rm) # 0. Jejich poc¢et odhadneme takto: hodnoty ro az r,, lze zvo-
lit nejvys |S|™ ! zptisoby, a jsou-li ro, . . . , 7y, jiz zvoleny tak, Ze pr(r2, ..., m) #
0, potom 71 musi byt kofenem mnoho¢lenu ¢(z1) = p(x1,72,...,7,). Tento mno-
hodélen v jedné proménné mé stupen presné k, tudiz ma nejvys k kofenti, a tedy
|Ra| < K|S|™L. Velikost obou skupin dohromady tedy neni vétsi nez d|S|™ !,
a tim je Schwartzova-Zippelova véta dokazana.

Dalsi éteni

Vynikajici ucebnici o linearné algebraickych metodach v kombinatorice napsali
Babai a Frankl [BF92]. Dodnes oficidlné nevysla a je (nesnadno) dostupné jako
skripta chicagské university. Je v ni latka sekci 3, 7 a 10 a mnoho dalsiho
materidlu v podobném duchu, jakoz i pékny vyklad nékterych partii linedrni
algebry. O algebraické teorii grafii pojednavaji naptiklad knizky Biggs [Big93|
a Godsil a Royle [GRO1]. V posledné jmenované se najdou vysledky sekci 13 a
8. Pravdépodobnostni algoritmy v duchu oddilid 6 a 16 jsou p€kné vysvétleny
v knize Motwaniho a Raghavana [MR95]. V ¢eském textu Matousek a Nesetfil
[MNO3] je aplikacim linedrni algebry v kombinatorice vénovana kapitola 11, a
dalsi pékna pouziti jsou v sekcich 7.5 a 8.2.
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