
X. Spočetné množiny. Č́ıselné obory.

Definice. Množina A se nazve spočetná (“countable”), jestliže existuje vzájemně jed-
noznačné zobrazeńı mezi A a N. Názorně: prvky A lze srovnat do prosté posloupnosti
A = {a1, a2, . . . }.

Př́ıklady. 1○ triviálně N, Z = {0, 1,−1, 2,−2, 3,−3, . . . }; množina všech prvoč́ısel,
množina všech sudých č́ısel. Obecně každá nekonečná podmnožina Z je spočetná.
2○ množina racionálńıch č́ısel Q je spočetná.

Značeńı. Symbolem ⟨a, b⟩ znač́ıme (uspořádanou) dvojici a, b, A×B je kartézský součin
množin A, B, tj.

A×B =
{
⟨a, b⟩; a ∈ A, b ∈ B

}
Dále P(X) znač́ı potenčńı množinu X, tj. množinu všech podmnožin X. Symbolem
BA rozumı́me množinu všech funkćı z A do B, tj. např. RN je množina všech reálných
posloupnost́ı.

Věta X.1 (1) Jsou-li A, B spočetné, je A×B spočetná.
(2) Jsou-li pro ∀j ∈ N množiny Aj spočetné, je

⋃
j∈N Aj spočetná.

Lemma X.1 [Cantor.] Žádnou množinu X nelze vzájemně jednoznačně zobrazit na jej́ı
potenčńı množinu P(X).

Věta X.2.
(1) Množina R je nespočetná.
(2) Množina {0, 1}N je nespočetná.
(3) Nechť A je spočetná. Pak P(A) je nespočetná.

Poznámky. Dle předchoźıho je P(N) je nespočetná, a (má-li A aspoň dva prvky), je také
AN nespočetná. Na druhou stranu z Věty X.1 snadno dostaneme:
1○ Je-li A spočetná, je P<ω(N) množina všech konečných podmnožin A spočetná.
2○ Je-li A konečná (nebo spočetná), je množina A<ω všech konečných posloupnost́ı z A
spočetná.

Poznámky. Jak definovat mohutnost (tj. počet prvk̊u) nekonečné množiny obecně?
Nepř́ımo pomoćı následuj́ıćıch pojmů.
Řekneme, že množiny A, B jsou ekvivalentńı (maj́ı stejnou mohutnost), pokud existuje
vzájemně jednoznačné zobrazeńı φ : A → B. Znač́ıme A ≈ B.
Řekneme, že množina A je subvalentńı množině B (mohutnost A je menš́ı nebo rovna
mohutnosti B), pokud existuje prosté zobrazeńı φ : A → B. Znač́ıme A ≼ B.
Řekneme, že A je striktně subvalentńı B (mohutnost A je ostře menš́ı než mohutnost B),
jestliže A ≼ B a přitom A ̸≈ B. Znač́ıme A ≺ B.
Takto definovaná relace má rozumné vlastnosti:

• A ≼ B a B ≼ C =⇒ A ≼ C (tranzitivita)

• A ≼ B a B ≼ A =⇒ A ≈ B (Cantor-Bernsteinova věta)



Př́ıklady. 1○ A je spočetná, právě když A ≈ N.
2○ Lze ukázat, že R ≈ P(N) ≈ NN, a tedy N ≺ R. Dále plat́ı R ≈ I pro každý (netriviálńı)
interval I ⊂ R.
3○ Každá nám známá nekonečná M ⊂ R je buď spočetná, nebo plat́ı M ≈ R. Obecně
však toto tvrzeńı (tzv. hypotéza kontinua) nelze ani dokázat, ani vyvrátit.

Definice. Č́ıslo x ∈ R se nazve:

• konstruovatelné, pokud úsečku délky x lze sestrojit tzv. Eukleidovskou konstrukćı
(pomoćı prav́ıtka a kruž́ıtka); znač́ıme x ∈ K

• algebraické, pokud x je kořenem (netriviálńıho) polynomu s celoč́ıselnými koeficienty;
znač́ıme x ∈ A

• transcendentńı, pokud neńı algebraické

Č́ıslo x se nazve vyč́ıslitelné (“computable”), znač́ıme x ∈ C, jestliže existuje konečný
algoritmus (program), který x umı́ spoč́ıtat se zadanou přesnost́ı.

Poznámky. Plat́ı: Q ⊂ K ⊂ A ⊂ C a všechny tyto inkluze jsou striktńı. Např́ıklad
√
2

je iracionálńı, konstruovatelné; 3
√
2 je algebraické, ale neńı konstruovatelné. Č́ısla e, π jsou

transcendentńı. Nicméně všechna tato č́ısla jsou vyč́ıslitelná.

Věta X.3. Množiny K, A, C jsou spočetné.

Důsledek. Existuj́ı nevyč́ıslitelná č́ısla.


