X. SPOCETNE MNOZINY. C{SELNE OBORY.

Definice. Mnozina A se nazve spocetnd (“countable”), jestlize existuje vzdjemné jed-
noznacné zobrazeni mezi A a N. Nazorné: prvky A lze srovnat do prosté posloupnosti

A:{(ll,ag,...}.

Priklady. (D) trividlne N, Z = {0,1,—1,2,—-2,3,-3,... }; mnozina vSech prvocisel,
mnozina vSech sudych ¢isel. Obecné kazda nekonecnd podmnozina Z je spocetna.
(2) mnozina raciondlnich ¢isel Q je spocetna.

Znaceni. Symbolem (a,b) zna¢ime (uspordadanou) dvojici a, b, A x B je kartézsky soucin
mnozin A, B, tj.
A><B={<a,b); a€ A, bGB}

Déle P(X) znaci potenéni mnozinu X, tj. mnozinu vSech podmnozin X. Symbolem
B4 rozumime mnozinu véech funkei z A do B, tj. napt. RY je mnozina vsech redlnych
posloupnosti.

Véta X.1 (1) Jsou-li A, B spocetné, je A x B spocetna.
(2) Jsou-li pro Vj € N mnoziny A; spocetné, je UjGN A; spocetna.

Lemma X.1 [Cantor.] Zadnou mnozinu X nelze vzdjemné jednoznaéné zobrazit na jeji
potenéni mnozinu P(X).

Véta X.2.

(1) Mnozina R je nespocetna.

(2) Mnozina {0, 1} je nespocetna.

(3) Necht A je spocetnd. Pak P(A) je nespocetna.

Poznamky. Dle predchoziho je P(N) je nespocetnd, a (mé-li A aspon dva prvky), je také
AN nespocetnd. Na druhou stranu z Véty X.1 snadno dostaneme:

(D Je-li A spocetnd, je P, (N) mnozina vSech koneéngch podmnozin A spocetnd.

@) Je-li A konecna (nebo spocetnd), je mnozina A<“ vsech konecnijch posloupnosti z A
spocetna.

Poznamky. Jak definovat mohutnost (tj. pocet prvku) nekoneéné mnoziny obecné?
Neprimo pomoci nésledujicich pojmu.

Rekneme, Ze mnoziny A, B jsou ekvivalentni (maji stejnou mohutnost), pokud existuje
vzajemné jednoznacné zobrazeni ¢ : A — B. Zna¢ime A ~ B.

Rekneme, Ze mnozina A je subvalentni mnoziné B (mohutnost A je mensi nebo rovna
mohutnosti B), pokud existuje prosté zobrazeni ¢ : A — B. Znatime A < B.

Rekneme, ze A je striktné subvalentni B (mohutnost A je ostfe mensi nez mohutnost B),
jestlize A < B a ptitom A % B. Znacime A < B.

Takto definovand relace ma rozumné vlastnosti:

e AX BaB=<(C = A< C (tranzitivita)

e AX BaB=<xA — A= B (Cantor-Bernsteinova véta)



Priklady. (I) A je spocetnd, prave kdyz A ~ N.

2) Lze ukdzat, ze R ~ P(N) ~ NV a tedy N < R. Déle plati R ~ I pro kazdy (netrividlni)
interval I C R.

) Kazdd ndm zndmd nekoneénd M C R je bud spoéetnd, nebo plati M ~ R. Obecné
viak toto tvrzeni (tzv. hypotéza kontinua) nelze ani dokdzat, ani vyvratit.

Definice. Cislo z € R se nazve:

e konstruovatelné, pokud usecku délky x lze sestrojit tzv. Fukleidovskou konstrukei
(pomoci pravitka a kruzitka); znacime x € K

e algebraické, pokud z je kofenem (netrivialniho) polynomu s celo¢iselnymi koeficienty;
znaéime r € A

e transcendentni, pokud neni algebraické

Cislo x se nazve vyéislitelné (“computable”), znacime x € C, jestlize existuje konecny
algoritmus (program), ktery x umi spocitat se zadanou presnosti.

Poznamky. Plati: Q € K C A C C a viechny tyto inkluze jsou striktni. Napiiklad /2
je iraciondlni, konstruovatelné; v/2 je algebraické, ale nenf konstruovatelné. Cisla e, 7 jsou
transcendentni. Nicméné vSechna tato ¢isla jsou vycislitelna.

Véta X.3. Mnoziny K, A, C jsou spocetné.

Dusledek. Existuji nevycislitelna éisla.



