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KAPITOLA 7
Integral

V této kapitole budeme studovat tfi dilezité pojmy: primitivni funkce, Rie-
mannuyv integral a Newtoniv integral. Zavedeni Riemannova 1ntegralu je motivo-
vano geometrickou tlohou nalézt obsah dané mnoziny. Pojem primitivni funkce
pak poskytuje efektivni nastroj k vypoc¢tu Riemannova integralu v cele fad¢ ptipa-
dt. Oba pojmy pak prirozené vedou k definici Newtonova integralu, ktery je od-
lisny od Riemannova a v nékterych situacich je vhodnéjsi nez Riemanntv. Zavér
kapitoly bude vénovan aplikacim uréitého integralu, jakymi jsou napiiklad vypo-
¢et délky kiivky, vypocet objemu a povrchu rota¢niho télesa, integralni kritérium
konvergence fad nebo tvar zbytku Taylorova polynomu.

7.1. Primitivni funkce

V tomto oddilu se budeme zabyvat tlohou, ktera je v jistém smyslu opa¢na
k derivovani. Budeme k zadané funkci f hledat funkei F takovou, ze jeji derivace
je f. Jak uvidime, tento problém je zpravidla komplikovanéjsi nez tloha nalézt
derivaci zadané funkce.

7.1.1. Definice. Necht I je otevieny interval a f: I — R. Rekneme, Ze funkce
F: 1 — R je primitivni funkce k funkci f na I, jestlize pro kazdé x € I existuje
F'(x) aplati F'(x) = f(x).

7.1.2. (a) Necht F je primitivni funkce k funkci f* na neprazdném otevieném in-
tervalu /. Potom F je na I spojita, nebot ma dle definice v kazdém bodé I vlastni
derivaci.

(b) Existuji funkce, které na jistém intervalu nemaji primitivni funkci (vizte .

(c) Primitivni funkce neni uréena jednoznac¢né. Je-li F primitivni funkce k funkci
f na otevieném intervalu / a ¢ € R, potom je funkce x = F(x) 4+ ¢,x € I, také
primitivni funkci k f na 7.

(d) Hledani primitivni funkce nazyvame integraci a primitivni funkci nékdy ozna-
¢ujeme jako neurdcity integral.

7.1.3. Umluva (konstanta versus konstantni funkce). Necht M je mnozina. Mezi
konstantou ¢ € R a konstantni funkci ¢(x) = ¢, x € M je rozdil, nebot ¢ je realné
¢islo a ¢ je relace, neboli podmnozina M x R. Pro zjednoduseni znaceni budeme

1



2 7. INTEGRAL

¢ znacit také symbolem ¢. Mame-li naptiklad funkci f': M — R, pak funkei f +
¢ rozumime funkci x = f(x) + ¢,x € M. Z kontextu bude vzdy zifejmé, ktery
z vyznamii mame na mysli.

7.1.4. Véta. Necht I je otevieny interval, f, F,G: I — R jsou funkce, pficemz F
a G jsou primitivni funkce k f na I. Pak existuje ¢ € R takové, ze F = G +c.

Dikaz. Definujme funkci H: I — R predpisem H = F — G. Potom H'(x) =
f(x) = f(x) = 0 pro kazdé x € I. Podle Véty je tedy H konstantni na /.
Odtud plyne dokazované tvrzeni. [

7.1.5. Necht funkce f méd na otevieném intervalu I primitivni funkci F. Ze (c)
a ptedchozi véty plyne, ze libovolnou primitivni funkci k funkei f na I ziskame
z primitivni funkce F pri¢tenim vhodné konstantni funkce.

Mnozinu viech primitivnich funkci k funkei f na intervalu I oznac¢ujeme sym-
bolem

/f(x) dx nebo /f

Symbol I pro interval, na némz uvazujeme primitivni funkce, sice neni soucasti
pravé uvedenych symbold, ale z kontextu bude vzdy zfejmé, na kterém intervalu
pracujeme.

Jednotlivé ¢asti symbolu [ f(x)dx jsou znak integralu [, integrand f, te-
dy funkce, k niz hledame primitivni funkci, a symbol dx oznacujici proménnou,
vzhledem k niz integrujeme. Symbol dx uvazovany samostatné nema v této kapi-
tole zadny matematicky vyznam a nelze s nim algebraicky manipulovat.

7.1.6 (s¢itani mnozin a jejich nasobeni realnym ¢islem). Necht V' je realny vekto-
rovy prostor (vizte [4]), A, B C V ac € R. Potom definujeme mnoziny A+ B acA
predpisy

A+B={a+b;ac A be B} a cA=/{ca;acA}
Scitani mnozin je komutativni i asociativni, pro kazdé 4, B,C C V plati A + B =
B+Aa(A+B)+C = A+ (B +C). Jestlize v € V, potom symbolem v + 4
zna¢ime mnozinu {v} + A.

7.1.7 (funkce jako vektorovy prostor). Necht I je otevieny interval. Mnozinu vsech
funkci definovanych na I oznac¢ime jako ¥ (/). Na ¥ (1) budeme uvazovat operace
s¢itani a nasobent, které jsou definovany obvyklym zptisobem (vizte ) Spolu
s témito operacemi tvori ¥ (1) realny vektorovy prostor. Mnozinu vsech konstant-
nich funkci na I oznadime konst(7).

7.1.8. (a) Necht I je otevieny interval, A C #(I)a F € ¥(I). Pokud plati 4 =
F + konst(I), pak budeme psat

A=F nal. (7.1)
Na levé strané vztahu (7.1) stoji mnodina funkci, zatimco na pravé strané stojf funkee

F.Vztah = tedy nenf rovnosti v obvyklém smyslu slova (naptiklad nenf symetricky)
a cteme jej jako rovnost az na konstantni funkei.
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(b) Necht funkce f ma na otevieném intervalu / primitivni funkci F. V souladu
s bodem (a) budeme pro popis mnoziny vSech primitivnich funkci k funkci f na
intervalu / pouzivat znaceni

/ f()dy £ F(x). xel.  nebo / FEF mal, (1)

které znamend, ze pro libovolnou primitivni funkci G k funkei f na intervalu 1
existuje konstanta ¢ € R takova, ze G = F + ¢ na intervalu /. Zopakujme, ze
na levé strané vztahu (7.9) stoji mnozina viech primitivnich funkei k funkei f,
zatimco na pravé stran¢ stoji libovolny reprezentant této mnoziny, tedy funkce F,
jedna z primitivnich funkei k funkei f na 7.

V této kapitole budeme pouzivat pravé zavedené znaceni a operace z paragra-
fu pro mnoziny tvaru | f. Uvedené operace s mnozinami nesdileji v§echny
obvyklé vlastnosti sc¢itani vektori a jejich nasobeni realnym ¢islem, proto je pfi pra-
ci s nimi tfeba jisté opatrnosti. Zakladni pravidla jsou obsazena ve Vétach —

/ANE]

7.1.9. Véta. Necht f, H jsou funkce na otevieném intervalu I a f ma na / primi-
tivni funkei F. Potom plati

H + / f=H+F nal.
Diikaz. Podle piedpokladu plati [ f = F + konst(]), a proto také
H+/f = H + F + konst(]),

neboli H+ [ f < H + F. ]

7.1.10. Véta. Necht f, g, H jsou funkce na otevieném intervalu 7 a f ma na I
primitivni funkei. Pak jsou nasledujici tvrzeni ekvivalentni.

(i) Plati
/(f—i—g)éH na /. (7.3)

(it) Funkce g ma primitivni funkcina I a plati

/f:H—fg na [. (7.4)

Diikaz. Necht F je primitivni funkce k f na intervalu 7.

(1) = (1)) Nal pakplati (H - F) = f 4+ g— f = g, atedy g ma primitivni
funkci na 7. Oznaéme ji symbolem G. Dokazeme rovnost @) Necht L € [ f.
Potom plati (H — L) = f + g — f = g, atedy

L:H—(H—L)eH—/g.
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Pro opac¢nou inkluzi predpokladejme, ze L € H—f g. Pak nalezneme ¢ € R takové,
zeL=H — (G +c¢)nal.Potom mame

L'=H -(G+c¢)=f+g-¢g=/
Plati tedy L € [ f na .

(i) = (i) Necht G je primitivni funkce ke g na intervalu /. Podle predpokladu
nalezneme ¢ € R takové, ze plati F = H — (G +c¢)na l. Potom F +G = H —c na

Iatedy [(f +g) = Hnal. (]

7.1.11. Véta. Necht o € R \ {0} a funkce f a g maji na otevieném intervalu
primitivni funkce. Pak maji funkce af a f + g na I primitivni funkci na I a plati

fU+@=/f+/g (1.5)
/af =oe/f. (7.6)

Diikaz. Necht F a G jsou po fad¢ primitivni funkce k funkcim f a g na intervalu

I. Podle Véty pro kazdé x € I plati
(F+G)(x)=F(x)+G'(x)= f(x)+gx) a
(@F) (x) = aF'(x) = af(x).

Funkce f 4 g a af tedy maji na I primitivni funkce. Zbyva dokazat uvedené rov-
nosti.

Rovnost @) Vezméme H € [(f + g). Potom nalezneme ¢ € R takové, Ze
H=(F+G)+c=F+ (G +o),
atedyHe [ f+ [g.

Dokéazeme opa¢nou inkluzi. Vezméme H € [ f + [ g. Pak nalezneme ¢y, ¢, €
R takova, ze

H=(F+c)+(G+c)=(F+G)+(c1+c2)
atedy H € [(f + g). Odtud plyne dokazovana rovnost.
Rovnost @) Vezméme H € [ af. Potom nalezneme ¢ € R takové, ze
H=aF +c¢=a(H + %),
atedy Hea [ f.

Dokazeme opa¢nou inkluzi. Vezméme H € o [ f. Pak nalezneme ¢ € R tako-
vé,2e H=a(F +c)=aF +ac,atedy Hea [ f. (]

7.1.12. Pokud a = 0, pak (7.6) neplati, nebot na levé strané je mnozina konst(1)
a na pravé je jednoprvkova mnozina obsahujici konstantni nulovou funkci na 7.
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7.1.13 (tabulkové integraly). O spravnosti nasledujicich vzorct se lze presvédcit
derivovanim:
n+1

x"dx = %, xe€R pron € Z,n>0;x € (—00,0) nebo x € (0,00) pro
n
nes,n<-1,

/x"‘dxéxm—H x €(0,00) proa eR\Z
a+]’ b b
1
/—dx = log |x], x € (—o0,0) nebo x € (0, 00),
X
/exdxéex,xe]l{,
/sinxdx < —cosx, x €R,

C .
/cosxdx =sinx, x € R,

1 ¢
/Coszxdxztgx, xe(-%+kn Z+kn), ke,

—1
/ dx = cotgx, x € (kn,w +kn), k € Z,

2 2
sin- x

1
/H—)czdx < arctgx, x € R,

1 c .
———dx = arcsinx, x € (-1, 1),
/ V1 —x2
1 ¢
————dx = arccos x, x € (—1,1).
/ V1 —x2
Nasledujici tvrzeni uvedeme zatim bez ditkazu (vizte Dusledek (a)).

7.1.14. Véta. Necht I je otevieny interval a f: I — R je spojita funkce. Potom
ma f na I primitivni funkci.

Integrace per partes.

7.1.15. Véta (integrace per partes). Necht funkce f a g maji na otevieném inter-
valu I po rad¢ primitivni funkce F a G a f je spojita na I. Pak plati

fG=FG- | Fg nal. (7.7)
/ /

Diikaz. Funkce G je spojitana I dle (a), takze i funkce f'G je spojitana I,ama
tedy podle Véty primitivni funkci na 7. Podle Véty (a) plati

/(fG—i—Fg) = FG mal.
Diky Vété dostavame ([7.7). n
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7.1.16. Priklad. Spoctéte primitivni funkci k funkci log na (0, co).
Reéseni. Ve Vée polozme f(x) =1, F(x) = x, g(x) = % a G(x) = logx pro

x € R. Dostaneme
/logx dx = [ 1-logxdx = /f(x)G(x) dx
=F(x)G(x) — / F(x)g(x)dx
= xlogx —/ 1dx £ x(logx —1), x € (0,00),
pri¢emz jsem v zavéru vypoctu uzili Vétu . a
7.1.17. Priklad. Spoctéte primitivni funkci k funkci x +— xe* na (—oo, 00).

Resent. Ve Vég polozme f(x) = e*, F(x) = e*, g(x) = 1 a G(x) = x pro

x € R. Dostaneme
/xex dx = /exx dx = /f(x)G(x) dx = F(x)G(x) — / F(x)g(x)dx
=e*x —/ex dx £ e*(x —1), x € (—00,00),
pficemz jsem v zavéru vypoctu uzili Vétu . s

7.1.18. Priklad. Pro n € N oznaéme I, =
rentni formule

/ m dx. Dokazte, ze plati reku-

X 2n —1

Iyt = (1 £ 22y + o Iy, x e (—o0,00).
Plati tedy
I < arctgx, x € (—00,00)
a
L= ; arctgx x € (—00, 00).
2(1 + x2)

Resend. Z. Véty plyne, Ze pro kazdé n € N ma funkce x
funkci na R. Z Véty dostaneme

1 1 2x
In—/l-de—Xm—/X(—n)mdx

X X
= —(1 v ~|—2n/ —(1 ) dx

m primitivnl’

1
(1 + 2)n / (1 + x2) _/ (1 + x2)nt1 dx)

m +2}’l1 2nln+1
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Ob¢ strany rovnosti secteme s mnozinami —/, a 2nl, 4 a diky Vété (a) ob-
drzime
B X
2nl,+1 = m + 2n—-1)1,.
z které jiz pozadovany zavér plyne podle Véty (b) *

Nasledujici priklad ukazuje, Ze v né¢kterych pripadech pii hledani primitivni

funkce metodou per partes musime vyfesit funkcionalni rovnici.

7.1.19. Priklad. Spoctéte primitivni funkci k funkci x - e* sinx na R.

Resend. Z. Véty plyne, ze funkce x +— e*sinx ma na R primitivni funkci.
h

Dvojim pouzitim Véty [1.1.15 dostaneme

/ex sinxdx = ¢e* sinx—/excosxdx
= e*sinx — (e cos x —/ex(— sin x) dx)

=e*sinx —e* cosx — / e’ sinx dx.
Z této rovnosti a Véty jii plyne
[ex sinx dx = %ex(sinx —cosx), x € (—o0,00).
Fy

7.1.20. Pouzijme metodu per partes pro vypocet primitivni funkce k funkci tg na

intervalu (—ln ln). Dostavame

2™ 2
=—1+ / tg x dx, x € (—4m 3m).
Tato rovnost by mohla svadét k odvozeni identity 0 = —1. Spravné pouziti Veé-

ty vsak dava
< 1.1
/de——l, xe(—in,in),
coz zadny spor neptedstavuje.

Véty o substituci.

7.1.21. Definice. Necht I C R je interval. Rekneme, 7e funkce f: I — R ma
na intervalu Darbouxovull vlastnost, jestlize pro kazdy interval J C I je mnozina
f(J) interval.

7.1.22. Pokud je funkce f spojita na intervalu 7, potom na ném ma podle Vé-
ty Darbouxovu vlastnost. Nasledujici véta zobecnuje tento vysledek.

1Jean Gaston Darboux (1842-1917)
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7.1.23. Véta (Darboux). Necht f ma na otevieném intervalu I primitivni funkei.
Potom m4 f Darbouxovu vlastnost na /.

Diikaz. Necht J C I je interval. Predpokladejme, ze yi,y2 € f(J), y1 < y2az €
(¥1,y2). Ovétime, ze z € f(J). Pak je f(J) interval podle Lemmatu .
Necht tedy F je primitivni k funkci f na 7. Definujme funkci

H(x)=F(x)—zx, xel.

Pak je funkce H spojitd na I a pro kazdé x € I plati H'(x) = f(x) —z, tj. H ma
na I vlastni derivaci. Nalezneme x1, x5 € J takova, ze f(x1) = y1 a f(x2) = ya.
Predpokladejme, Ze x; < x5. V opa¢ném pripad¢é bychom postupovali obdobné.
S pomoci Véty nalezneme bod minima funkce H na intervalu [xy, x,], ktery

oznadime xg. Jelikoz H'(x1) = f(x1) —z <0, existuje § > 0 takové, ze
Vx € Pt (x1,8): H(x) < H(x}).

Tedy xo # x1. Obdobné odvodime z faktu H'(x2) = f(x2) —z > 0, Ze xo # Xa.
Mame tedy xo € (x1,x2), a proto plati H'(xo) = 0 podle Véty . Odtud plyne
Sf(xo0) = z. u

7.1.24. Z Véty plyne, ze funkce sign nema na R primitivni funkci.

7.1.25. Véta (prvni véta o substituci). Necht a,b,a,f € R*,a < b,a < B, F je
primitivni funkce k funkci f na (a,b), ¢: (o, ) — (a.b) a pro kazdé ¢t € (a, )
existuje vlastni ¢’(¢). Potom plati

[ o) £ Flpw). 1e@p
Diikaz. Podle véty o derivaci slozené funkce (Véta plati
(Fle) = F'(p) - ¢'(1) = flp®) - ¢'(1). 1 € (@.B),

¢imz je tvrzeni dokazano. [}
V nasledujicich piikladech pouzijeme pravé dokazanou prvni vétu o substituci.
7.1.26. Priklad. Spoctéte primitivni funkci k funkci t — sin*# cos na R.

4

Resent. Polorme a = —oc0, b = 00,0 = —o0, B = o0, f(x) = x*,x € (a,b),

a(t) =sint,t € (a, B). Potom plati
/f(x) dx = %xs, x € (a,b).
Tedy dle prvni véty o substituci (Véta [7.1.25) plati

/sin4t -costdt = / fle)-¢' (t)dr = ésin5 t, te(ap).

7.1.27. Priklad. Spoctéte primitivni funkci k funkci 7 - ﬁ na R.
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Reseni. Polotme a = 0, b = 0o, = —o0, B = o0, fx) = l—l()%z,x € (a,b),

apt)=5+2t21t € (ap).
Pouzijeme substituci ,x = 2 + 5t2%, tj. funkci ¢: R — (0,00), (1) = 2 + 5¢2,
nebot si vSiimneme, ze ¢'(¢) = 10¢, a tedy

1 @' (1)

t
— dr =
/ 2 + 52 10 o(t)
Podle Véty je tfeba vypocitat

1 1 ¢ 1
E/ﬁdx—sﬁ, XE(0,00).

de.

*
7.1.28. Priklad. Urcete primitivni funkei k funkei g(x) = ;
/8 + 6x — 9x2

ReSeni. Funkce g je spojita na svém definiénim oboru (—2/3,4/3), a tedy k ni na
tomto intervalu existuje funkce primitivni. Nejprve si funkci g upravime nasledu-
jicim zptisobem:

1 1 1
g(x)_ /_9_(3x_1)2 _5 1_(%)2

Pocitejme tedy

1 1
5[ 1—(x—1/3)2dx

Tento integral pripomind integral
1 .
/ dr < arcsint.
V1 —12

Uzijeme Vétu . Roli funkce ¢ bude plnit funkce x = x —1/3, jejiz derivace
je rovna 1. Dostavame tak

l/ 1 P ¢'(x)
3/ Vi—a—132 3] J1-¢2()

Podle Véty staci spocitat

dx.

1 .
< garcsmt, te(=1,1),

l[;dt
3 V1—¢2

takze
1/ ! dr < in(x —1/3), x e (=2/3,4/3)
- | —/——————=df = Z arcsin(x — , — , .
3 J1—(x—-1/3)? 3
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7.1.29. Chceme-li pouzit Vétu pti vypoctu primitivn{ funkee k funkei g, je
tfeba nalézt funkce f a ¢ tak, aby platilo g = (f 0 ¢) - ¢'. Casto postupujeme

tak, Ze nejprve zvolime funkci ¢ a k ni pak ur¢ime funkei f. V Ptikladech

a jsme vyraz ¢'(x) dx nahradili vyrazem dr a zbyvajici ¢ast integrandu jiz
byla ve tvaru f o ¢. Formalné jsme tedy provedli substituci ¢(t) = x a ¢'(t)dt =
dx. Posledni vztah, kterému nedavame zadny matematicky vyznam, je uzite¢nou
pomiickou pfi vypoctech.

V pripadé, ze se nam nepodatilo tvar funkce f predchozim zptsobem nalézt,
ale derivace funkce ¢ je vsude kladna (resp. véude zaporna), mizeme postupovat
nésledujicim zpiisobem. Vyraz x nahradime vyrazem ¢~'(¢) a vyraz dx vyrazem
(¢~ ") (¢) dt, tak obdrzime vyraz [ g(¢~'(¢))(¢™")'(t) dt. Integrand je potom hleda-

nou funkci f. Plati totiz
o) ¢'(0) = (e (9(x)) - (071 (p(x)) - ¢ (x) = g (),
pri¢emz posledni rovnost plyne z véty o derivaci inverzni funkce (Véta )

7.1.30. Véta (druha véta o substituci). Necht a,b,a,8 € R*, a < b, a < B,
@: (a, ) = (a,b),prokazdér € (a, B) existuje ¢’ (¢) vlastni a nenulova a ¢ ((, B)) =
(a,b). Necht f je funkce definovana na intervalu (a, b) a plati

[ Flo@) ¢/ dt £ G@). 1 € (@ p).
Pak
/f(x) dx £ G(e™' (). x € (@.b).

Diikaz. Funkce ¢’ je definovana na (a, 8) a podle Véty plati bud ¢'(r) > 0
pro kazdé t € («, B), nebo ¢'(t) < 0 pro kazdé ¢ € (a, B). Tedy podle Véty
je bud ¢ klesajici na (@, B), nebo je ¢ rostouci na (., ). V obou z téchto pripadi
existuje inverzn{ funkce ¢! (a,b) — (a, B). Pro kazdé x € (a, b) pak plati

(G~ () =G (@ (®))
= flp™ ()¢ (9~  (x))

= f(x).

P1i vypoctu jsme pouzili vétu o derivaci slozené funkce (Véta a vétu o de-
rivaci inverzni funkce (Véta p.1.27). |

V nasledujicim prikladu pouzijeme druhou vétu o substituci, kterou jsme pravé

dokazali.
7.1.31. Pfiklad. Spoctéte primitivni funkei k f(x) = +/1 —x2 na (-1, 1).

1
@' (e~ 1(x))

Reseni. Polozme (a,b) = (=1.1), (@, B) = (=5.5) a

¢(t) =sint prot € (a, B).
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Pak ¢((a. B)) = (a,b), prokazdé t € (a, ) je ¢'(t) = cost # 0 a ¢~ (x) = arcsin x
pro x € (—1,1). Dale plati

/f(qo(t))q)’(t) dr = / V1—sin?t-costdt = /cos2 tdt
1 ¢ 1 1 . T
2[5(1+C052t)dt=§[+Zsln2t, tE(—E,E)
Tedy podle druhé véty o substituci (Véta plati

1 . 1 . .
/f(x) dx = 5 arcsinx + 1 sin(2arcsinx), x € (—1,1).

Uvedeme nyni jesté jednu uzite¢nou variantu véty o substituci.

7.1.32. Véta. Necht f: (a,b) — R je spojita, ¢: (a,b) — R a pro kazdé x € (a, b)
existuje ¢'(x) vlastni a nenulova. Potom ¢ ((a, b)) je interval, ktery oznacime (o, ).
Definujeme funkci g: (o, ) — R predpisem g(1) = f(¢~'(t))(¢~ ") (t). Necht G
je primitivni funkce k g na (e, ). Potom G o ¢ je primitivni funkce k f na (a,b).

Diikaz. Funkce ¢ ma na (a, b) vlastni derivaci, tudiz je spojitd, a tedy ma Darbou-
xovu vlastnost. Odtud plyne, zZe ¢ ((a, b)) je interval. Podle Véty plati bud
¢'(x) > 0 pro kazdé x € (a,b), nebo ¢'(x) < 0 pro kazdé x € (a,b). Tedy podle
Véty je bud ¢ klesajici na (a, b), nebo je ¢ rostouci na (a, b). V obou z téchto
ptipadii existuje inverzni funkce ¢ 7' (a, B) — (a,b). Odtud plyne, Ze funkee g je
dobfe definovana. Potom pro kazdé x € (a, b) plati

(G o) (x) = (gop)(N)¢'(x) = F() (@™ (@(x)e(x)

_ S(x) ’ _
= ey’ W =/

Odtud plyne tvrzeni. ™

7.1.33. Véta 11ka, ze spojita funkce na otevieném intervalu ma vzdy primitiv-
ni funkci. Ne vzdy je ale mozno tuto primitivni funkci vyjadfit pomoci elementar-
nich funkci - presnéji pomoci koneéného poétu séitani, nasobent, déleni a skladani
elementarnich funkci. Tuto vlastnost ma napriklad funkce e_xz, dtikaz v$ak neni
snadny. Ukazeme nyni nékteré druhy funkci, kde tato potiz nevznika. Zakladni tii-
dou takovych funkei jsou funkce raciondlni. Ukazeme také jesté n¢které dalsi typy
funkci, jejichz integraci je mozné prevést na integraci racionalnich funkci pomoci
vhodné substituce.

Integrace racionalnich funkci.

7.1.34. Definice. Racionalni funkci budeme rozumét podil dvou polynom, kde

polynom ve jmenovateli neni identicky roven nule. Racionalni funkce R(x) = gg;

je definovana na libovolné podmnoziné R, ktera neobsahuje zadny koten polyno-
mu Q.
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7.1.35. Nejprve uvedeme nckteré poznatky z algebry. Vsimnéme si, ze mame-li
polynom

P(x) = apx" +---+a1x + ap,
lze za proménnou x dosazovat i komplexni &isla, pricemz hodnoty pak budou opét
komplexni ¢isla. Kazdy polynom tedy mtizeme chapat i jako zobrazeni z C do C
Ve zbytku tohoto oddilu budeme uvazovat i polynomy s komplexnimi koeficien-
ty, tj. do, ..., a, € C. Podobné¢ jako v realném ptipadé, je takovy polynom roven
nule pro kazdé x € C pravé tehdy, kdyz jsou vSechny jeho koeficienty nulové. Od-
tud plyne, ze miizeme definovat stupen takového polynomu stejné jako v realném
piipad¢ a budeme jej znacit symbolem st P.

7.1.36. Lemma (o déleni polynomti). Necht P a Q jsou dva polynomy (obecné
s komplexnimi koeficienty), pficemz polynom Q neni nulovy. Pak existuji jedno-
znaén¢ urcené polynomy R a Z splnujici:

o stZ <stQ,

e P(x) = R(x)Q(x) + Z(x) pro vSechna x € C.
Pokud maji P a Q realné koeficienty, maji i R a Z realné koeficienty.

7.1.37. Dusledek. Je-li P polynom a A € C jeho kofen (tj. P(1) = 0), pak existuje
polynom R spliiujici P(x) = (x — A)R(x) pro vSechna x € C.

Diikaz. Polozme Q(x) = x — A. Pak dle Lemmatu existuji polynomy R a Z
takové, ze P = RQ + Z, kde st Z < st Q = 1. Polynom Z je tedy konstantni. Plati
0=P@A)=RA)(A—-L)+ Z(A), tedy Z(A) = 0. Z toho plyne, ze Z je nulovy. =

7.1.38. Véta (rozklad na korenové ¢initele). Necht P(x) = apx™ + -+ ajx + ap
je polynom stupné n € N. Pak existuji ¢isla xp, .. ., Xn € C takova, ze

P(x)=an(x —x1)---(x —x,), xeC. (7.8)

Diikaz. Pouzijeme matematickou indukci. Pron = 1 je tvrzeni zfejmé, nebot P(x) =
ai(x — (—“—0)) a stadi polozit x; = —“— Necht tedy n € N, n > 1, a tvrzeni plati
pro vsechny polynomy stupné nejvyse n— 1. Podle zikladni véty algebry (Véta ??)
existuje koten x, € C polynomu P. Dle Diisledku [1.1.37 mje P(x) = (x — xp)R(x)
pro néjaky polynom R. Viimnéme si, ze stR = n — 1 a navic koeficient u x"~!
v polynomu R je roven a,. Podle indukéniho predpokladu tedy existuje rozklad
R(x) = ap(x — x1)---(x — x4—1). Tim dostaneme i pozadovany rozklad polyno-

mu P. [

7.1.39. (a) Pro kazdy polynom je rozklad (7.8) uréeny jednoznaéné az na potadi
¢initelt. Mezi Cisly xq, ..., x, se vyskytuji véechny kofeny polynomu P. Odtud
plyne, ze polynom stupné n € N ma nejvyse n raznych korfend.

(b) Tvrzeni Disledku Ize jesté dale zesilit nasledujicim zpisobem. Je-li P
nenulovy polynom a A € C, pak existuje pravé jedno k € N U {0} a jednoznac¢né
urceny polynom R splnujici P(x) = (x — MFR(x) pro véechna x € C a R(1) # 0.
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Plati-li totiz P(x) = (x — A)*R(x) pro jisty polynom R a k € N U {0}, pak je
nutné polynom R nenulovy a k < st P. MuzZeme tedy nalézt nejvétsi k € N U {0},
pro které existuje polynom R spliujici P(x) = (x — M)*R(x). Z Dasledku
plyne, Ze R(A) # 0, jinak bychom dostali spor s maximalitou k.

Dokazme jednoznac¢nost. Predpokladejme, ze plati P(x) = (x — MIR(x) pro
néjaké I € N U {0} a polynom R spliujict R(L) # 0. Viimnéme si, Ze z volby k
plyne ! < k. Pak dostavame (x — M R(x) = R(x) pro x # A a ze spojitosti plyne,
ze tento vztah je splnén i pro x = A. Musi byt k = [, jinak dosazenim x = A
dostidvame R(A) = 0, coz je spor. Potom také R = R, ¢imz je dikaz proveden.
7.1.40. Definice. Necht P je nenulovy polynom, 1 € C ak € N. Rekneme, 7e
¢islo A je kofen nasobnosti k polynomu P, jestlize existuje polynom R splnujici
R(A) #0a P(x) = (x —M)*R(x) pro vsechna x € C.

7.1.41. Poznamka. Z poznamky pted definici plyne, Ze nasobnost kofene je ur¢ena
jednoznacné a je rovna poctu vyskytt ¢isla A v n-tici x1, xa, ..., x, z Véty 7.1.3@.

7.1.42. Véta. Necht P je polynom s realnymi koeficienty a A € C je kofen po-

lynomu P nasobnosti k. Pak i komplexné sdruzené ¢islo Xje koten polynomu P
nasobnosti k.

Diikaz. ]

7.1.43. Véta. Necht P(x) = apx" + --- 4+ a1x + ag je polynom stupné n s realny-
mi koeficienty. Pak existuji realna ¢isla xq, ..., xg, a1, ...z, B1,..., B a pfirozena
¢isla py, ..., pk,q1,...,q; takova, ze

o P(X) = ap(x—x1)P - (x — xg) P (82 + arx + B - (62 + apx + B),

e zidné dvaz polynoméi x —x1,...,x —xp, x> +o1x + ..., x> +ox +

nemaji spole¢ny koten,

e polynomy x? 4+ ayx + B1,...,x% + ayx + B; nemaji zadny redlny koren.
Ditkaz. Necht xy, ..., xg jsou véechny (navzajem rizné) realné koteny polynomu P
s nasobnostmi py,...,px a 21,...,2; jsou kofeny polynomu P s kladnou ima-

ginarni slozkou s nasobnostmi ¢y, ..., q;. Potom jsou téz podle Véty éisla
Z1....,21 kofeny polynomu P s nasobnostmi g1, ...,q;. Miizeme tedy psat

P(x) = an(x —x)P' - (x —x) P8 (x —z) (x =2 -+ (x — 2 (x — 2.
Dale plati (x — z;)(x —Z7) = x> 4+ (=2z; — Z1)x + 2;Z;- Obé &isla —z; —Zi, 2;Z; jsou
realna, a proto mizeme polozit o = —z; —Z; a fi = z;Z;. Snadno ovétime, ze
pozadované vlastnosti jsou splnény. |
7.1.44. Véta (rozklad na parcialni zlomky). Necht P, Q jsou polynomy s realnymi
koeficienty takové, Ze st P < st Q a necht

Q(x) = an(x —x)P1 - (x = xp) K (6% + agx + B 7 - (2 + arx + B)?
je rozklad polynomu Q z Véty . Pak existuji jednoznaéné urcena redlna ¢isla

1 1 1 1 1 1 Ly
Ao, AL AN AR BE CLLBY L G B CL L B CLtakovd, e
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plati
1 k
P(x)= Ai ...+L e Allc 4. L
O(x) (x—x1) (x —x1)P1 (x — xx) (x — xx )Pk
Blx +C| Bl x+C}
21—1 4o 5 g1 91 4ot
(x2 +or1x + By) (x2 +oyx + B0
Bix +C| Bl x+C),

[ . — + cos + S
(x* +ayx + 1) (x* +ayx + fr)%
Diikaz. Bez tjmy na obecnosti mizeme predpokladat, ze Q je monicky, tj. jeho ve-
douci koeficient je roven 1.
1. Nejprve ukazeme, Ze tvrzeni plati pro ptipad, kdy Q(x) = (x—x1)" nebo Q(x) =
(x2 4+ ax + p)". Je-lin = 1, je vyraz g v pozadovaném tvaru.

Predpokladejme nyni, ze tvrzeni plati pro kazdé k € N, k < n,kden € N\ {1}.
Necht nyni Q je tvaru Q(x) = (x — x1)". Pak existuji polynom 4 a r € R takové,
ze P(x) = A(x)(x — x1) + r. Tedy

P(x) A(x) r
(x—x)"  (x—x)* 1 (x—xp"
Na prvni ¢len vpravo aplikujeme indukéni pfedpoklad a druhy je jiz v pozadova-
ném tvaru.

Podobn¢ postupujeme v pifpadé Q(x) = (x? + ax + B)". Piedpokladdme-li
platnost tvrzeni pro kazdé k < n, kde n € N \ {1}, pfSeme P(x) = A(x)(x? + ax +
B) + R(x), kde 4 je polynom a R je polynom nejvyse stupné 1. Pak

P(x) _ A(x) R(x)

0(x)  (+ax+pt " (2 +ax+pn
Opét lze na prvni ¢len pouzit indukéni predpoklad, zatimco druhy je v pozadova-
ném tvaru.

Tim je tvrzeni dokazano v ptipadé¢, kdy QO je polynom typu (x — x1)" nebo
(x? 4+ ax + B)", kde kvadraticky ¢len je nerozlozitelny.

2. Dokazujme nyni tvrzeni pro ptipad, kdy Q je soucinem n raznych typi neroz-
lozitelnych prvociniteli. Pro ptipad n = 1 bylo tvrzeni dokazano v ¢asti 1.

Predpokladejme nyni jeho platnost pro véechna k < n,kden € N\ {1}. Necht
Q0 = GH je polynom stupné n, kde G i H jsou monické, nesdileji zadné netrivialni
spole¢né délitele a st P < n. Tedy st P < stG 4+ st H = n a min{stG,st H} > 1.
Jelikoz nemaji G a H zadného netrividlniho spole¢ného délitele, dle Lemmatu ??
existuji polynomy C a D takové, ze 1 = CG 4+ DH . Pak C nema spole¢ny nasobek
s H a D nema spole¢ny nasobek s G. Pak mame

P _P(CG+DH) PCG PDH PC PD

= + =+
0 0 0 0 H G

Dostali jsme tak soucet dvou vyrazii, z nichz kazdy ma ve jmenovateli méné nez
n raznych nerozlozitelnych prvocinitelt. V pripadé¢, kdy st PC < st H a st PD <
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st G, lze aplikovat indukéni predpoklad a ditkaz ukoncit. V opa¢ném pripad¢ pred-
pokladejme nejprve, ze st PC > st H. Pak PC = GH + R pro néjaké polynomy Q
a R, kde st R < st H. To implikuje, Ze R nesdili s H zadného spole¢ného délitele,
nebot v opa¢ném piipadé¢ by spole¢ny délitel H a R byl téz délitelem P (nebot C
nema s H spole¢ného délitele), coz by byl spor s podminkou (vii).

Miame tak
P P(CG+DH) (QH +R)G+DHP _ RG+(Q +DF)H
o 0 B 0 B 0 '

Jako vyse diky podmince (vii) vidime, ze Q + DF nema spole¢ného délitele s G.
Pak

stRG <stH +stG a stP <stH +stG,
a tedy téz
st(Q + DF) < st H + stG.
Tedy st(Q + DF) < stG ast R < st H. Dostavame tak

P RG+(Q+DF)H R QO+ DF

0 0 H G ’
pficemz na oba zlomky na pravé stran¢ jiz lze pouzit indukéni predpoklad.
Diukaz je tak dokoncen. ]

7.1.45 (postup pii hledani primitivni funkce k funkci racionalni). Méjme polyno-
my P a Q. Mame-li integrovat racionalni funkci P/Q, pak postupujeme takto:
V ptipad¢, ze stupen P je vétsi nebo roven stupni Q, vydélime polynom P
i

polynomem Q (Lemma [.1.36) a obdrzime rozklad

P() Z(x)
00 = KO 50y

kde R, Z jsou polynomy a stupen Z je mensi nez stupen Q. Je snadné nalézt pri-
mitivni funkci k polynomu R. Pokud je polynom Z nenulovy, nebo st P < st Q,
zbyva nalézt primitivni funkci k racionalni funkci Z/Q, resp. P/Q, kde stupen ¢i-
tatele je mensi nez stupen jmenovatele. Tuto funkci rozlozime na parcialni zlomky
podle predchozi véty. Jednotlivé parcidlni zlomky pak zintegrujeme.

Nyni si ukazeme jak na to. Parcialni zlomek odpovidajici realnému koteni a
integrujeme nasledovné:

/‘ 1 d i%ﬁ# na (—oo,a) ana (a,o0) pron > 1,

(x —a) B log |x —al na (—oo,a) ana (a,o0) pron = 1.

Parcialni zlomek typu
Bx +C
(x2 +ax + By’
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kde B,C,a, € R, g € N a polynom x2 4+ ax + B nema zadny realny kofen,
integrujeme takto:

Bx +C 2x + o d
/(x2+ax+/3)q /(x2+ax+ﬁ)q "
Ba 1
+(C_7)/(x2+ax+,3)qu
Iy

Integraly I a I lze spocitat nasledovné:

1
L —)G2raxtpya—T Na R prog > 1,
log(x> +ax+B) naR prog =1;

1
= / (x+a/2?+8 —a2/4)q dx

B2/

V posledni tpravé vyuzivame nerovnost B—a?/4 > 0, ktera vyplyva z predpokladu,

ze polynom x? + a.x + f nema zadny redlny koten. Diskriminant rovnice x2 + a.x +

B = 0 je pak totiz zaporny. Uzitim substituce ¢ = j;—a—/zz/‘; prevedeme dlohu na
—

integraci funkce typu

_ 1 1 dx
RRCRrY (e )

1
(1+12)e
Integraci této funkee jsme si ukdzali v Pikladu [7.1.18.

7.1.46. Priklad. Urcete primitivni funkei k funkci

X
Jx) = (x2 4+ 2x +2)2(x2 +2x - 3)°

Reseni. Nejprve uréime definién{ obor funkee f. Vyraz x? + 2x + 2 je vizdy kladny,
x? + 2x — 3 1ze rozlozit a plati x? + 2x — 3 = (x — I)(x + 3). Odtud je vidét, ze
Dy = R\ {=3,1}. Funkce f je spojita na celém Dy. Ma tedy primitivni funkci na
kazdém z intervalti (—oo, —3), (=3, 1) a (1, 00).

Protoze polynom v ¢itateli je menstho stupné, nez polynom ve jmenovateli,
muizeme funkci f rozlozit na Dy na parcialni zlomky. Rozklad bude mit tvar

X
(X2 +2x +2)2(x — D(x +3)

_ Ax+B Cx+D . E n F
X2 42x4+2  (x242x+4+22  x—1 x+43

(7.9)
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Vynasobenim této rovnice jmenovatelem levé strany dostaneme vztah

x = (Ax + B)(x% + 2x + 2)(x — D(x + 3)+
+(Cx+ D)(x —)(x +3)+ (7.10)
+ E@Z+2x +2)2(x +3) + F(x2 +2x +2)2(x — 1),

ktery plati pro kazdé x € R\ {-3,1}. Polynomy jsou vsak spojité na R, a proto
vztah ) plati pro kazdé x € R. Nyni miiZeme postupovat dvéma zpiisoby:

a) Porovname koeficienty u stejnych mocnin x na levé a na pravé stran¢ vzta-

hu (10)

x> 0=A+E+F,

x*: 0=4A+ B +7E + 3F,

x3: 0=3A4+4+4B + C + 20E + 4F,

x2: 0=-24+3B+2C + D + 32E,

xl: 1 =—64—2B—3C +2D +28E —4F,
x0: 0=—6B—3D + 12E — 4F.

Dostali jsme tak soustavu $esti linearnich rovnic o $esti neznamych.

b) Dosadime do ) Sest riznych Cisel za x a opét ziskame soustavu Sesti
linearnich rovnic o $esti neznamych. Nejvyhodnéjsi je dosazovat takova cisla, pro
ktera se né¢které s¢itance rovnaji 0 (tj. realné koreny jmenovatele ptivodniho zlomku
- v naSem ptipad¢ ¢isla =3 a 1).

Obvykle obé metody vhodné kombinujeme. Postupnym dosazenim kofenti
1 a-3do ziskame E = 1/100 a F = 3/100. Tyto hodnoty pak dosadi-
me do soustavy ziskané v a). Z prvni rovnice mame A = —1/25, z druhé B = 0,
z posledni D = 0 a kone¢né ze ¢tvrté C = —1/5. Tim mame urceny koeficienty

v rozkladu @), ktery ma tedy tvar

1 x 1 X N 1 1 N 3 1
25 x242x+2 5 (x24+2x+2)2 100 x—1 100 x+3°

f(x) =

Zbyva nyni provést vypocet primitivnich funkci k jednotlivym parcialnim zlom-
kom.
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/;dx—l/ﬂdx—/;dx—
X242x+2  2J) x242x+2 X2 42x+2

%10g(x2 +2x+2)—

1
/ i
llog()c2 +2x 4 2) —arctg(x + 1), x € R,

/—d / 2x +2 x—/—dx=
(x2 +2x +2)2 ()c2—|—2x—|—2)2 (x2 4 2x +2)2
_ 1 <
2x2+2x+2 /((X+1)2+1)2
c 1 1 1 x+1

1
< _2 _- — 2 arct 1). x €R,
2 2 iag2 et x
1
=

1 c
| oo, — ~3.50).
/x+3dx og|x + 3|, x € (—o0,—3)ax € (=3,00)

1dxélog|x—l|, x € (—oo,1)ax € (1,00),

Na kazdém z intervali (—oo, —3), (=3, 1) a (1, 00) je tak primitivni funkci k funkci f
kterakoliv z funkci
1 x+2

7
——log(x +2x +2) + —arctg(x + 1)+ 10m+

1
+ mlogpc— | + mlog|x+3| +¢, kdec eR.
*
7.1.47. Priklad. Najdéte primitivni funkei k %ﬁﬁm
Resend. Standardnim postupem (délenfm polynomti) spocteme
— 2 3 l 1 1
x> x+x+x+ 304 3x+ +2+3
-1 21 -1
Tedy
5_ .3 2 2 3 1 4
/x al —Zzil—i_ Xt dxé%+2x+3log|x—l|
na (—oo,—1),(—=1,1) ana (1, c0).
*

7.1.48. P¥iklad. Najdéte primitivni funkei k o ycrtrys-

Resend. Obecny rozklad na parcialni zlomky ma tvar
x2 41 _ A + B + Cx+ D
x+D22+x+1)  (x+D2 (x+1) x2+x+1’
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kde A, B, C, D € R. Vynasobime ob¢ strany vyrazem (x+ 12 (x%2+x+1) aobdrzime
¥ +1=x3B+C)+x*(A+2B+2C +D)+x(A+2B+2C +2D)+(A+ B+ D).
Dva polynomy se rovnaji pravé tehdy, kdyz se rovnaji viechny jejich koeficienty.
Tedy dostaneme tedy soustavu ¢tyi linearnich rovnic

0=B+C

1=A+4+2B+2C+ D

0=A4A+2B+C +2D

1=A+4+ B+ D.

Jejim fesenim je

Tedy
x% 41 2 1
(x+D2x2+x+1)  x+1D2 x24x+1
Mame
2 e =2
— _dx= —— —00,—1)a(—1,
/(x+1)2 X Tl na (—oo,—1) a (—1, 00)
a

/ 1 4/ 1 d
_ = — | ——————dx.
x2+x+1 3 N 2

ol

() +
1
1

Ten substituci t = 12 prevedeme na integral [ \/gﬁ dt. Tedy

\/g
1 4 1
/m £ \/;arctg<x\7§2> na R.

Dohromady mame

X241 Qe 2 +\/Z . X+ 3
X = —arctg | —=
(x+D2(x24+x+1) x+1 3 & \/E
1

na (—oo,—1) a (—1, 00).

Trigonometrické substituce.

7.1.49. Definice. Polynomem dvou proménnych rozumime funkci

n
u,v| — ai-uivj,
J

i,j=0
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kden € NU{0}, a;; € R proi, j € {0,...,n}. Racionalni funkci dvou proménnych
rozumime podil polynomt dvou proménnych, kde polynom ve jmenovateli neni
identicky roven nule.

7.1.50. Oznaceni. Az do konce tohoto oddilu budeme symbolem R znacit racio-
nalni funkci dvou proménnych.

7.1.51. Definice. Rekneme, 7e R je suda v prvni souradnici, pokud pro kazdé
(x,y) € D(R) plati (—x, y) € D(R) a mame R(—x,y) = R(x,y). Analogicky defi-
nujeme lichost v prvni a sudost a lichost v druhé souradnici.

Funkce R je suda, pokud pro kazdé (x,y) € D(R) plati (—x,—y) € D(R)
a R(x,y) = R(—x,—y). Analogicky definujeme lichost funkce R.

7.1.52. Necht R je racionélni funkce dvou proménnych a I je otevieny neprazdny
interval. Uvazujme integral tvaru

/R(sinl,cos t)de, tel, (7.11)

pficemz integrand je definovan na intervalu /. Pro pfevedeni tlohy na integraci
racionalni funkce lze pouzit nasledujicich substituci.

(@) Je-li R licha ve druhé souradnici, lze uzit substituci sint = x. Pfesnéji feceno:
pouzijeme Vétu pro funkci ¢: I — R definovanou predpisem ¢(t) = sint.
Prislusnou funkci f lze pak volit jako racionalni funkci jedné redlné proménné.
Podobné upfesnéni je mozné doplnit i v nasledujicich bodech (b)-(d).

(b) Je-li R licha v prvni souradnici, lze uzit substituci cost = x.
(0) Je-li R suda, lze uzit substituci tg¢ = x.
(d) Vzdy lze pouzit substituci tg(t/2) = x.

sinf cost

7.1.53. Priklad. Urcete primitivni funkci k funkci g(1) = ————, t € R.
sin” ¢ + cos* ¢

Reseni. Funkee g je spojita na R, ma tedy na R primitivni funkci. Oznac¢me

uv
R(u,v) = ——.
ut +v
Potom g(f) = R(sint,cost) a vidime, ze R je lichd v prvni i v druhé souradnici
a je také suda. Pro pfevod na integraci racionalni funkce lze tedy uzit jakoukoliv

ze substituci uvedenych v .
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Vyzkousejme nejprve substituci x = tg(t/2) prot € (—m, 7). Abychom mohli tuto
substituci provést, vypoctéme nejprve

2t 2t 2t 2
51 . ot COsT 3 —sIn” 3 l—tg”5 I—x
COS! = COS™ = —sIn” - = >t 5 = 2z=1 >
2 cos?Lf+sin®L 1+4tg?; +x
. ot t 2sin £ cos L 2x
sint = 2sin — cos — = t2 - ;t = =
2 cos?f+sin"5  I+x
2
dr = dx.
1+ x2

Pii uréeni dx jsme pouzili rovnost x = 2arctg? a[1.1.29.

Substituci pfevedeme zadany integral na integral

2t 142
( 2t )4+(1_12)4 1+t2 16[4+(1_12)4

1412 1+122

Jevidét, ze jsme dosahli svého cile. Vysledna racionalni funkce je ale komplikovana
a navic bychom museli jesté prekonat potize spojené s tim, Ze substituci provadime

pouze pro x € (—m, ), poptipadé na intervalu vzniklém posunutim o 2k, k € Z.
Zkusme tedy dalsi substituce.

(a) Substituce x = sint. V nasem pripadé¢ lze funkei f upravit na tvar

sin ¢
f(t) = — - - cost.
sin 1 + (1 —sin?1)2

Uvédomime-li si, Ze pri uvedené substituci je dx = cost df, dostavame

X
———dr.
/ 2x* —2x2 4+ 1

Uzitim substituce u = x? tento integral dale pfevedeme na

1 1 .1
/4u2—4u+2 . /(2u—1)2+1 u = HarctgQu—1). u

Dostavame tedy
1 .
/g(t) dr = 3 arctg(2 sin®t —1), t € R.

(b) Substituce t = cos x. Funkci f lze upravit na tvar

1) COS X )

x) = - sin x.
(1 —cos?x)2 + cos* x

Uvédomime-li si, ze dt = — sin x dx, dostavame

t c 1 )
_/mdf = —jarctg(2t? 1), 1 €R.



22 7. INTEGRAL

(Vypocet je zcela analogicky vypoctu v predchozim piipadé¢.) Primitivni funkcik f
je na R kterakoliv z funkci

1
—3 arctg(2 cos’x —1) +c,

kde ¢ € R je libovolna konstanta.

(c) Zkusme jesté substituci ¢ = tgx, ktera je v nasem pripadé rovnéz pouzitelna.
Vydélime ¢itatele 1 jmenovatele ve vyjadieni f(x) vyrazem cos® x a dostaneme
tgx tgx 1

S ==
sin“xtg?x +cos?x tg*x+1 cosx

1
cos2 x

Nyni pouzijeme vztah dr = dx. Pak je tfeba vypocitat

/t“:—ldt < %arctgtz, t e R.
Dostavame tak primitivni funkci %arctg(tg2 x), ale pouze na intervalech (-5 +
km, % + k), k € Z. My vak vime, ze funkce f md primitivni funkci na celém R
(je totiz na R spojita). Tuto primitivni funkci mtzeme nalézt zptsobem, ktery byl
popsan v piedchozim prikladu.

Pokusme se shrnout: Pocetné nejjednodussi integrace vysla pii substituci ¢ =
tg x. Pak jsme ov$em neziskali primitivni funkci na celém Dy . Tento nedostatek 1ze
prekonat ,nalepovanim® v bodech, které jsme museli vynechat. Obdobna situace
je pii uziti substituce t = tg(x/2) - ta viak vétsinou vede na slozitéjsi racionalni
funkce nez substituce zbyvajici. Je tedy lepsi - pokud to dovoluje tvar integrované
funkce - se jejimu pouziti vyhnout a pouzit piislusnou ze zbyvajicich tif substituci.

Z vyse uvedeného je vidét, ze tvar vysledku mtize podstatné zaviset na pouzité
substituci, vzdy vsak jde o funkce, které se lisi pouze o konstantu. ry

1

7.1.54. Priklad. Urcete primitivni funkci k f(x) = 1T 3000y

Reésend. Funkee f je spojitana celém R a ma tedy na R primitivni funkci. Oznacime-

-li

RGu.v) = 177355

potom f(x) = R(sinx, cosx). Plati R(—sinx, —cosx) = R(sinx, cosx). Lze tedy
uzit substitucir = tgx prox € (—% +kx, Z+km),k € Z. Abychom tuto substituci
mohli provést, vypoctéme
cos?x = ! = !
1+tg2x 1412

Déle z rovnosti x = arctg ¢ dostavame dx = ﬁ

Substituci pfevedeme zadany integral na integral

1 1 1 1 t
/ - dt=/ dté—arctg—, t € R.
1+37 1+22 4+12 2 2

dt podle poznamky na strané ??.
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Podle véty o substituci tedy plati

1 c 1 tgx 7 b4
o dr £ areg (E2) xe (-2 4kn D tkn) ke
/1+3cos2x * 2arcg( 2) el Hhmy Tk

Oznadime-li F(x) = %arctg (tg7x>, je funkce F primitivni k f na kazdém z inter-
valt (—% + km, % + kn), k € Z. My ovsem hledame primitivni funkci na celém R.

Kazdd primitivni funkce G k f naR jerovna F+cg naintervalu (—% + k. Z + k),
kde k € Z a cx € R je vhodna konstanta. Protoze G je spojita a plati rovnosti

. b . T
lim Gkx)=—+c¢ a lim G(x)=—=+ ck+1,
x—>Z +kn— 4 x—>Z+kn+ 4

musi platit cx 11 = ¢ + 5 pro k € Z. Odtud plyne ¢y = ¢o + k5, k € Z. Kazda
primitivni funkce k f ma tedy tvar
1 arctg (Lng) +co+kZ proxe (=5 +kn 5 +kn),

G(x) =
) T 4co+kZ rox =% +kn.
4 TC0 2 P 2

Funkce G vznikla tak, Ze na kazdém intervalu (—% +km, 5+ kn)jsme k funk-
ci F pticetli vhodnou konstantu tak, aby vysledna funkce byla spojita, vizte obraz-
ky. Tomuto postupu se tika ,lepeni®.

OBrAZEK 1. OBRrAzEK 2.
*
7.1.55. Priklad. Spoctéte
dx
/ cosx sin® x
Reseni. Zadana trigonometricka funkce je typu (ii)
*

7.1.56.Véta. Necht f, F jsou spojité funkce na otevieném intervalu 7, ¢ € I anecht
F'(x) = f(x)prox € I \{c}. Pak F' = fnal.

Diikaz. Tvrzeni ihned plyne z Véty . ]
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7.1.57. Pfiklad. Spottéte [ =

s~ x

Resent. Protoze R(a,b) = + — =, pouzijeme substituci t = tgx. V prvni vété o sub-
stituci (Véta [1.1.23) je pak ¢(r) = arctg?, (o, ) = (—o0,00) a (a,b) = (-5.%
Zjevné je ¢'(t) = # nenulova na (—o00, 00) a ¢((—00, 00)) = (=5, 7).

Protoze tgx =, mame

) _sinzx_ sin” x
" =tg"x = 7o = — -
COos” x 1 —sin”x
Tedy .
. t
51n2x:1+t2.

Pocitame tedy integral

1 1 1 c 1
. dt = | ———dr = — arct 2t R.
/l—f—lft 52 /1_‘_212 ﬁarcg(f) na

2

Z druhé véty o substituci (Véta tedy plyne, zZe
1 c 1 T
— dx £ —arcte(\2tex), xe(-=,>). 7.12
/1+sin2x V2 & &%) ( 2 2) ( )
Funkce " L " je ale spojita na celém R, a tedy dle Véty ma na R primitivni
funkci G. Tu najdeme pomoci jiz nalezené funkce F z . Protoze

i T
lim F(x) = ———, hm F(x) = ,
x—>%_ 272 x—E, 232

polozime

F(x)+ k"=, xe(kn—%5 km+7%)

ﬁf’ . " kel
z[+k[’ x=5+kn,
Pak G je spojita funkce a v kazdém bodé x € R\ {5 + kn:k € Z} plati G'(x) =

(1 + sin® x)™'. V bodech tvaru kx + Z tato rovnost plati diky Vété [1.1.56. *

G(x) =

Integraly typu R(x," Z’;‘is )
7.1.58. Priintegraci funkce R x { ?}’C‘IZ kdeg e N acislaa,b,c,d € R splnuji

ad — bc # 0, lze uzit substituci t = { ‘cl;cis pro prevod na integraci raciondlni

funkce.

1
7.1.59. Véta (Integrély tvaru [ R(x, (‘Ziﬁiﬁ)q))- Nechtq € N, a,b,c,d € R, ad #

bc a R(x,y) je racionalni funkci dvou proménnych. Necht I je otevieny interval

obsazeny v D ( ( (?x+d) )) Polozime ¢(x) = (gfig)%, x € I. Pak je ¢ mono-

ténni funkce, J = ¢(I) je otevieny interval at — R(¢~ ' (7). 1)(¢~ ") (¢) je racionaln{
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spojita funkce definovanana J. Je-li F jeji primitivni funkce na J, je Fog primitivni

funkce k R (x, ’C‘;IS)%) nal.

Diikaz. Zobrazeni x +— ?;“i's je ryze monoténni na kazdém otevieném intervalu

obsazeném v jeho defini¢nim oboru. Vhledem k monotonii odmocniny pak dosta-

ax+b
cx+d

sazeném v defini¢nim oboru této funkce. Proto je ¢ ryze monoténni funkee a jeji
obor hodnot J je otcvfcn)'l interval (viz Véta @ Inverzni funkce ™ 1: J — I

9d=b ', &ehoi plyne, ze t — R(go_l(t) 1) (e~ (?) je raci-

1
z 7 . q v 17 v , .
vame ryzi monotonii funkce x ( ) na kazdém otevieném intervalu ob-

je uréena jako ¢! (1) = L4 th ’

ax

onalni funkce na J. Fakt, Ze F o ¢ je primitivni k R ( , cx+d) ) na I, nyni plyne
z Véty [.1.30. "

; .1-60. Pl‘ﬂ(lad. SpO(thétC
/ 1
X

ReSeni. Funkce 1./%H je definovana na intervalech (—oo, —1) a (1, 00) a je na nich

1
+ dx.
—1

spojita. Na nich tedy budeme hledat primitivni funkci. Polozme t = x+1 . Pak
2 +1
=21 " (1),

pricemz ¢: (0,1) — (—oo,—1) a¢: (1,00) — (1, 00) jsou bijekce s nenulovou deri-
vaci

—4t
§0()_m

Podle druhé véty o substituci (Véta - dostaneme integral
_ / 12— 1 - / —412
241 (t2 - 1)2 2+ )2 —1) 1)

Rozkladem na parcialni zlomky zjistime, ze

42 _b 2
2+ 1D)@2-1) -1 t+1 241

Tedy
1= log|t + 1| —log|t — 1| —2arctgt, mna (0,1)a (1,00).

Z4vérem dostavame

x+1
+1 1
/ ‘/ XI —2arctg‘/i na (—oo,—1) a (1, 00).
x+1 -1 x—1

x— 1
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x—1
x<ﬁ+\3/x_2>

Reseni. Funkce jena Dy = (0, 00) spojita a ma zde tedy primitivni funkei.
Vyskytuji-li se v predpisu funkce f vyrazy

PL pn
ax + b\ ax + b\ an
cx +d T \ex +d ’

kde a,b,c,d € R, ad—bc #0,p1,....pn € Z,q1,....qn € N, pak uzijeme

7.1.61. Priklad. Urcete primitivni funkei k funkei f(x) =

substituci t = (Z;‘Ig) kde s je nejmensi spole¢ny nasobek ¢isel ¢1,.. ., qx.
V nasem piipadé mame v piedpisu funkce f mocniny x!/2
spole¢ny nasobek ¢isel 2 a 3 je 6. Uzijeme tedy substituci t = x'/°, x € (0, 00).

Odtud odvodime dx = 6¢° dz. Na intervalu (0, o0) pak hledame primitivni funkci

$—1 1%—1
—-6[5dt=6/—dt.
[16(t3+t4) >+t

Protoze v poslednim integrovaném vyrazu (je to racionalni funkce proménné 1) je
stupen citatele vétsi nez stupen jmenovatele, musime nejprve délit:

a x2/3. Nejmensi

=1
6 5 4
- P +tHY=r—-1+— =
@=D:"+17 RTIPaY
=D + 1)
Zt_lJr( )(+)(t+1)=
4@+ 1)
SPRRPRE B
B 12 13 A

Nyni jiz mizeme integrovat

t—1 1
6 5 4dt—3t —6t+610gt+6——3—+2 t € (0, 00).

Dle véty o substituci je primitivni funkei k f na (0 00) kazda funkce tvaru
3Yx —6Yx +logx + 6—
8 f f f
kde ¢ € R je libovolna konstanta. a
Integraly typu [ R(t, vVar? + bt + ¢) dt.

7.1.62. Také integraci funkce R .~vat? 4+ bt + ¢), kde R je raciondlni funkce dvou
promennych lze prevést na 1ntegra01 racionalni funkce. Necht tedy a.b,c € R,
a # 0 a [ je neprazdny otevieny interval obsazeny v definicnim oboru funkce

g(t) = R(t, Var® + bt + ¢).

V zévislosti na vlastnostech polynomu ¢(1) = at* + bt + ¢ miizeme pro prevod
pouzit n¢ktery z nasledujicich postupi.
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(a) Pokud ma g dvojndsobny redlny koten a. Pak plati ¢(t) = a(r — «)?. Funkce g
ma neprazdny defini¢ni obor, a proto a > 0. Pak plati

Va(t) = Valt —al, 1 €R,

a g je tedy na kazdém z intervalti I; = (—oo0,a)N 1, I, = (a,00) NI funkci racional-
ni. Potom na I, a I, mizeme nalézt primitivni funkci dfive uvedenym postupem.
Pokud o € I, pak primitivni funkci na I obdrzime tak, ze nalezneme primitivni
funkei Fi na intervalu I; a feSeni F, na intervalu /,. Potom ,slepime® F; a F> + ¢,
tak, abychom dostali spojitou funkci na 7, kterd bude primitivni ke g na /.

(b) Pokud a > 0 a polynom ¢ nemé dvojnasobny realny kofen, tj. b? — 4ac # 0,
pak lze pro prevod na integraci racionalni funkce poiuzit pouzit substituci

o(t) = Vat2 +bt +c—+at, tel. (7.13)

Prot € I plati
2at + b
P = 0
2dat? + bt + ¢
a odtud snadno diky predpokladu b? — 4ac # 0 ovéfime, ze ¢'(1) # 0 pro kazdé
t € I. Funkce ¢ je tedy na I ryze monoténni, ¢(/) je otevieny interval a inverzni

funkce k ¢ ma tvar

C—X2

_1 _
@ (x)_—zﬁx—b’ x € o).

Vypotitejme derivaci funkce ¢~!. Pro kazdé x € D(p™!) plati

—2./ax? +2bx —2c./a
(2+/ax — b)?
Odtud plyne, Ze funkce (g o ¢™') - (¢ ')’ je racionalni funkce definovana na
otevieném intervalu ¢ (7). Pokud G znacik ni primitivni, je G o ¢ primitivni funkce

ke g. Substituce (7.13) se vétdinou zapisuje ve tvaru

vat? + bt + ¢ = Jat + x,

(™)' (x) =

ktery se i lépe pamatuje.

(c) Pokud a < 0 a polynom g nema dvojnasobny realny koten, pak mé g dva realné
koteny, jinak by byl defini¢ni obor g prazdny. Oznac¢me koteny g jako oy a as,
pricemz a; < ap. Pro kazdé ¢ € (ay, a2) plati

oy —t
Va) = Valt )t —az) = V=a(t — o), [ 7= .
Tato rovnost ukazuje, Ze funkci g 1ze na intervalu 7, ktery je podmnozinou (o, a2)
psat ve tvaru, ktery byl uveden v .
! dr
R/

7.1.63. Priklad. Spoététe/
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Resend. Integrand oznac¢ime g. Funkce g je spojita na defini¢nim oboru D(g) =
(=00, —1)U (=1, 00). Vyraz pod odmocninou je kladny na celém R, pouzijeme tedy

Eulerovu substituci v/#2 + ¢ 4+ 1 =t + x. Vypocteme

2_q 2 _ 1
= —x s d[ = —Z—X * + d.x.
1—2x (1 —2x)2
Potfebujeme jesté vyjadfit v nové proménné x vyraz +/t? 4+t + 1, coz je jednodu-
ché:
x2 -1
ViZ+t+1l=t+x= +x
1—2x
Nyni provedeme substituci a dostavame po tpravé
2x2 —2x +2

x—2)2x—1) "

V ziskané racionalni funkci je stupen polynomu v ¢itateli stejny jako stupen poly-
nomu ve jmenovateli, musime tedy nejprve provést déleni:

3x
(x—2)2x—1)"

Druhy sc¢itanec rozlozime na parcialni zlomky a dostaneme

2x2 —2x +2 1 1
—(x—2)(2x—1)dx_/ldx+2/x—2dx_/2x—1dx

1
éx+2log|x—2|—§10g|2x—1|

2x?2—2x4+2):(2x*>=5x+2) =1+

[Io

na intervalech (3,2) a (2, 00).
Podle Véty [7.1.25) ma tedy primitivni funkce k funkci g na kazdém z intervala
(—o0,—1) a (—1,00) tvar

\/tz—i-t-f—1—t+210g‘\/t2+t+1—t—2‘

1
—Elog‘Z 12+t+1—2t—1)+c, ceR. a

" " 1
7.1.64. Priklad. Spoctéte [ —7o dx
Resend. Pouzijeme substituci

VxZ+1l=x+1t.

1—12
X =
2t

Pak

= (1)

11—
212

¢'(1)
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Pak ¢ : (0,1) — (0,00) a ¢ : (1,00) = (—00,0) jsou bijekce s nenulovou derivaci.
Tedy pocitame integral

1 —(1+1?)
I'=| ez —2p 4
2t 2t
-2 1 1
= dt = — —dr —dr
/1—12 (/l—t Jr/1+r )
é—log|t2—1|.

Tedy

2
:—log< x2+1—x) —1' na (—o0, 0) a (0, 0o).

1
—d
/x«/x2+l *

7.2. Riemanniv integral

Zavedeni Riemannova integralu je mimo jiné motivovano problémem, jak de-
finovat pojem obsahu i pro komplikované¢jsi mnoziny v roviné nez jsou jednoduché
geometrické utvary jako obdélnik, trojahelnik, apod.

M¢jme tedy omezenou nezapornou funkei f* definovanou na omezeném uza-
vieném intervalu (a, b). Chceme definovat, jakou plochu ma obrazec pod grafem
funkce f tak, aby to bylo v souladu s tim, jak pocitime plochu u jednoduchych
geometrickych obrazcii.

Jednou z moznosti je aproximovat obrazec pomoci kone¢nych sjednoceni ob-
délnik, jejichz plochu zname, a pak pomoci ,limitntho pfechodu® dojit k vysled-
ku. Cela myslenka je patrna z nasledujicich obrazki. V prvnich dvou odhadujeme
plochu obrazce shora, ve druhych dvou naopak zdola.

2\

OBRAZEK 3. OBRrAZEK 4.
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OBRAZEK 5. OBRAZEK 6.

Vyjadfeme tyto intuitivni ivahy matematicky presnou reci.

7.2.1. Definice. Necht a,b € R, a < b. Potom délenim intervalu [a, b] nazveme
kazdou kone¢nou posloupnost D = {x;}_,, pro kterou platia = xo < x; <--- <
X, = b. Body déleni D nazyvame délicimi body D. Normou déleni D rozumime
¢islo

V(D) = max{x; —xi—1; i €{l,....n}}.
Rekneme, 7e délent D' je jemnéjsinez D (nebo ze D’ zjemnuje D), pokud vsechny
délici body D jsou obsazeny v D'.
7.2.2. Oznaceni. Necht f je redlna funkcea M C R. Potom symbol sup,, f znaci
sup{f(x): x € M} a symbol infy; f znaciinf{ f(x); x € M}.

7.2.3. Definice. Nechta,b € R,a < b, a f je omezena funkce na [a, b]. Necht
D = {x;}I_, je né¢jaké déleni intervalu [a, b]. Potom definujeme

n

S(£D)=)" sup f-(xi—xi-1)

i=1xi—1.xi]

n

S(fDy=)_ inf f-(i—xic1).
i=1 Xi—1-%Xi
Hodnotu S(f, D) pak nazyvime hornim Riemannovym souétem funkce f pro
déleni D a hodnotu S(f, D) dolnim Riemannovym souctem funkce f pro déleni
D.

Dale definujeme horni Riemanniiv integral funkce f pres interval [a, b] pted-

pisem
b
/ f(x)dx = inf{S(f. D); D je déleni intervalu [a, b]}

a dolni Riemannuv integral funkce f pres interval [a, b] predpisem

b
/ f(x)dx = sup{S(f. D); D je déleni intervalu [a, b]}.
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7.2.4. Definice. Nechta,b € R,a < b,anecht f je omezena funkce na [a, b]. Rek-
neme, ze funkce fma na intervalu [a, b] Riemanniv integral, pokud fab f(x)dx =

f_abf(x) dx. Hodnota Riemannova integralu funkce f ptes interval [a, b] je pak rov-
na spole¢né hodnoté fabf(x) dxa fab f(x)dx a zna¢ime ji fab f(x)dx. Jelia > b,
pak definujeme f: f(x)dx = — [ f(x)dx,ajelia = b polozime fab f(x)dx =0.

7.2.5. Oznaceni. Nechta,b € R, a < b. Potom mnozinu vSech funkci, které maji
Riemannuv integral na intervalu [a, b], zna¢ime symbolem R(a, b).

7.2.6. Omezenost funkce f v definici Riemannova integralu je nezbytna, protoze
v opaéném piipadé by hodnoty S(f, D) a S(f, D) nemusely byt vlastni.

7.2.7. Priklady. (a) Necht a,b € R,a < b,ac € R. Necht f: [a,b] — R je
funkce definovana predpisem f(x) = ¢, x € [a,b]. Potom fab f(x)dx = c(b —a),
protoze pro kazdy neprazdny interval I C [a, b] plati sup, f = inf; f = ¢, a tedy
S(f.D)=S(f.D)=c(b—a) pro kazdé déleni D intervalu [a, b].

(b) Nechta,b € R,a < b. Necht D je Dirichletova funkce. Potom f; D(x)dx =0

a .fab D(x)dx = 1. Riemannuv integral funkce D tedy neexistuje.

(c) Necht R je Riemannova funkce. Potom R € R(a.b) a fab R(x)dx = 0 (odvodi-
me pozdéji).

(d) Plati f) x> dx = 1 (odvodime pozdéji).

7.2.8. Poznamka. Necht M, M, C R, My C M,. Necht f je funkce definovana
alespon na M,. Potom plati

< inf f > inf f.
Slll/;}:)f_slll;ff a }‘r}lf_hr;zf

7.2.9. Véta (vlastnosti délenf). Nechta,b € R,a < b, anecht f je omezena funkce
na [a, b].

(a) Necht D, D’ jsou déleni intervalu [a, b], ptficemz D’ zjemriuje D. Pak plati
S(f,D) <S(f,D") <S(f,D") <S(f,D).
(b) Necht Dy, D jsou déleni intervalu [a, b]. Pak plati
S(f.D1) < S(f. D2).
(c) Plati

/ab fydx < /abf(x) dx.
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Diikaz. (a) Druha nerovnost ziejmé plati z definice. Dokazme tedy prvni. Pfedpo-
kladame-li, ze D = {x;}}_, a D’ obsahuje oproti D pravé jeden bod navic, fcknéme
2z lezici mezi body x;j_; a x; pro néjaké j € {1,...,n}, pak plati
S(£D")=S(f.D)=_inf f-(z=xj1)+ inf f-(x;—2)
[xj—1,2] [z.x/]

— inf ]f'(xj—xjﬂ)

[x;—1,x;
Protoze
inf f> inf f a inf f> inf
[xj—1,2] bxj—1,%/] [z,x/] [xj—15%/]
dostavame
SUD) =80y = (il F) Gy =2 =+ ) =
J— 1%

Tim je dtikaz prvé nerovnosti proveden pro ptipad, kdy D" obsahuje oproti D jeden
délici bod navic. Obecny piipad prvé nerovnosti pak snadno odvodime indukei.
Dukaz tfeti nerovnosti je pak mozno vést obdobné jako dikaz nerovnosti prvé.

(b) Mame-li dana déleni D a D', snadno najdeme déleni D" zjemnujici D i D’. Dle
bodu (a) pak plati

S(f£.D) = S(f£.D") < S(f£.D") < S(f. D).

(c) Je-li D déleni [a, b], pak z (b) mame

b
S(f.D) <inf{S(f.D'); D’ déleni [a,b]} = [ f(x)dx.
Tedy i

b b
/ f(x)dx = sup{S(f. D); D déleni [a, b]} < / f(x)dx.

Tim je dtikaz proveden. [ |

7.2.10. Disledek. Nechta,b € R, a < b, a necht f je omezena funkce na [a, b].
Necht Dy, D, jsou déleni intervalu [a, b]. Oznaéme kde m = infj,p) f a M =
SUP(, ) f. Pak

b b
m(b—a) < S(f,Dy) 5/ f(x)dxs/ F(0)dx < 5(f. D2) < M(b —a).

Diikaz. Prvni a posledni nerovnost plyne z definice horniho a dolniho souctu pro
déleni D” = {a, b}. Druha a ¢tvrta nerovnost plynou z definice horntho a dolniho
Riemannova integralu. Kone¢né tieti nerovnost plyne z Véty . [ ]

7.2.11. Véta (aproximace Riemannova integralu soucty pres déleni s malou nor-
mou). Nechta,b € R,a < b,anecht f je omezena funkce na [a, b]. Pak pro kazdé
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e € R,e > 0, existuje § € R, § > 0, takové, ze pro kazdé déleni D intervalu [a, b]
splnujici v(D) < 8 plati

5 _ 5
[f(x)dsz(ﬂD></ Py dy + e

b b
/ F(x)dx = S(f, D) > / Feoyde— e,

Diikaz. Dokazme nejprve tvrzeni tykajici se poslednich dvou nerovnosti. Funkce f
je omezena, a tedy existuje kladné ¢islo K € R takové, ze

Vx € [a.b] : | f(x)] < K.

Necht ¢ € R, & > 0, je dano. K nému nalezneme déleni Dy = {x;}7_, intervalu
[a, b] takové, ze

b
S(f. Dy) </ f(x)dx + %s.

Polozme

w(Do) = min{x; —x;—1; i €{l,...,n}}

. &
81 = min{u(Do), m}‘

Necht nyni D je déleni intervalu [a, b] splnujici v(D) < §;. Vezmeme déleni P
sestavajici ze vSech délicich bodt Dy a D a ozna¢me X = {xo,...,X,} mnozinu
délicich bodt Dgy. Ovérme nejprve, ze

S(f.D) < S(f. P)+2Knv(D). (7.14)

Oznacme totiz jako O viechny intervaly dané délenim D a & vSechny intervaly
dané délenim P. Necht dale || znaci délku intervalu 1. Pak

S(f.Dy=)Y supf-lI| a S(f.P)=) supf-|I|
Iep 1 Iep 1

Necht interval I = [a, B] spliuje I € D. Je-li obsazen i v &, prispévek piislusny
tomuto intervalu je v obou hornich souctech stejny. Neni-li / v &, protina jeho
vnitfek mnozinu X. Vzhledem k nerovnosti v(D) < u(Dg) existuje pravé jeden
index i € {0,...,n} takovy, ze @ < x; < B. V souétu S(f, D) se nyni vyskytuje
vyraz

sup f - (B —a),

[o,B]

zatimco v S(f, P) mame soucet

sup f - (xi —a) 4+ sup f - (B —x;).
[or,x;] [xi,B]
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Rozdil téchto vyrazti odhadneme jako

sup /(B —a) = (sup f(xi —a) + sup f(B—x))
[o,B] o.x;] [xi .81

< K(B—a)+ K(xi —a + f—xi) = 2K(B — ) < 2Kv(D).

Jelikoz je intervalt z O protinajicich X nejvyse n, mame
S(f.D) = S(f. P) < 2Knv(D),
tj. nerovnost ()

Pouzitim této nerovnosti pak dostavame diky volbé 6; nerovnosti
g p— p—
[ edx <3(1.0) <5(5 )+ 2Km(D)
a

b
sﬁ(ﬁDo)Jr%s/ f(x)dx+2§.

Tedy 6, splnuje pozadavek dany v tvrzeni druhou sérif nerovnosti.

Analogicky bychom nasli 6, € R, §, > 0, takové, ze pro kazdé déleni D inter-

valu [a, b] splnujici v(D) < 8, plati

b b
/ F()d = S(£.D) = / Feydx—e.

Kladné ¢islo § = min{éy, 82} pak zjevné vyhovuje pozadovanym vlastnostem, a di-

kaz je tedy hotov.

7.2.12. Dusledek. Nechta,b € R,a < b, a f je omezend funkce na [a, b]. Necht
{D,}72, je posloupnost déleni intervalu [a, b] splnujici lim v(D,) = 0. Pak

b DY) .
/ f()dy = lim S(/.D,) a / fG)dx = lim S(f. D).

Diikaz. Dokazeme pouze druhy vztah, prvni Ize dokazat obdobné. Necht ¢ > 0.
K nému dle Véty existuje § > 0 takové, ze pro kazdé déleni D intervalu [a, b]

splnujici v(D) < § plati

_ b
S(ﬁD)</ £ dx + .

Zvolme ng € N takové, ze pro kazdé n > ng plati v(D,) < §. Pak pro kazdén > ny

plati

b _ b
/f(x)dfo(f,Dn)</ fx)dx +e.

Tim je dtikaz dokoncen.
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7.2.13.Véta. Nechta,b € R,a < b, f je omezena funkce na [a, b] a posloupnost
déleni {D,}32, intervalu [a, b] splnuje

nli)nolog(f» Dy) = nlg'goi(f’ Dy). (7.15)

Potom f € R(a,b) a plati
b
/ f(x)dx = li)ngof(ﬁ D,) = li)ngog(f, D,). (7.16)

Diikaz. Dle Véty pro kazdé n € N plati

b ) _
S(f. D) < / £ dx < / F()dx < S(f. D).

Odtud plyne

b b
Jim S(£.0) < [ fodv < [ feody < Jim S(7.0,)

Diky ) dostavame f_:f(x) dx = f:f(x) dx. Funkce f je tedy riemannovsky
integrovatelna na intervalu [a, b] a platT(. [

7.2.14. Priklad. Ukazte podle definice Riemannova integralu, ze funkce f(x) =
x2 splituje f € R(0,1) a spoltéte fol f(x) dx.

Reseni. Pron € N definujme tzv. ekvidistantni déleni D,, = {%}7
Pak lim v(D,) = 1 =0 a plati

_o intervalu [0, 1].

Y B B = U G B
S(f. Dn) —;(T) o= "_3,;] = @(n Dn2n —1),
S(f. Da) = Z(%)Z% = ,11_3 2= 61?;1(;1 +1)@n+ 1),
j=1 j=1

Tedy
lim S(f, Da) = lim S(f, D) = %

Dle Véty pak mame f € R(0,1) a fol x?dx = 3. *

7.2.15. Véta (kritérium existence Riemannova integralu). Nechta,b € R,a < b,
a f je omezena funkce na [a, b]. Pak jsou nasledujici vyroky ekvivalentni:

(i) f € R(la. b)),

(i) pro kazdé e € R, ¢ > 0, existuje dé¢leni D intervalu [a, b] takové, ze

S(f.D)-S(f.D)<e.
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Ditkaz. () = (i) Necht f € R(a,b). Zvolme ¢ > 0. Pak existuji déleni Dy, D,
intervalu [a, b] takovi, Ze

b b
E(f,Dl)</ f@dr+: a i(ﬁDz)>/ f@ydx -~

Necht D je déleniintervalu [a, b] zjemnujici Dy i D5. Pak dostaneme diky Vété
nerovnosti

S(f, D)= S(f, D) < S(f. D1) = S(/. D2)

b & b &
5/ f(x)dx+§—/ f(x)dx+§=£.
Tedy (ii) plati.

(ii) = (i) Zvolme ¢ > 0 libovolné. K nému nalezneme déleni D intervalu [a, b]
takové, ze S(f. D) — S(f. D) < ¢. Pak ale mame

) b .
05/ f(x)dx—/ F()dx <S(£.D)—~ S(f.D) <.

Tedyf_abf(x)dx =f_abf(x)dxaf € R(a,b). [

7.2.16. Definice. Necht I C R je interval a f je funkce definovana alespon na /.
Rekneme, 7e f je stejnomérné spojita na I, jestlize plati
VeeR,e>038 R, §>0Vx,yel: (x—y|<8=[f(x)— f)| <e).

7.2.17. Je-li funkce f naintervalu I stejnomérné spojita, pak je na I spojita.

Necht x¢ € I. Zvolme ¢ > 0. K nému nalezneme § > 0 z definice stejnomérné
spojitosti pro €. Tedy jsou-li x, y € I body splnujici [x—y| < §,je | f(x)— f(y)| < e.
Jellinyniy € I, |xo—y| < ,je|f(¥)— f(x0)| < &. Funkce f je proto spojitd v bod¢
Xo, respektive je spojita zleva ¢i zprava v xo v zavislosti na poloze xo v 1.

7.2.18. Priklad. Necht I = (0,1) a f(x) = %, x € I. Dokazte, ze f je spojita na
I, ale neni stejnomérné spojita na /.

Diikaz. Pron € N polozme x, = % ay, = ﬁ Pak pro kazdé n € N plati |x, —
yul < % a|f(xn) — f(yn)] = 1. Pro e € (0, 1) tedy nenalezneme § > 0 pozadované
v definici stejnomérné spojitosti. [

7.2.19. Véta (vztah spojitosti a stejnomérné spojitosti). Nechta,b e R,a <b,a f
je spojita funkce na [a, b]. Potom f je stejnomérné spojitd na [a, b].

Diikaz. Necht f neni stejnomérné spojita na [a, b]. Potom plati
e>0V8>03x,y €la,b]: (Ix—y| <SAIf(x)— f(¥)| = e).

M¢jme tedy kladné & € R z tohoto vyroku. Pak pro kazdé n € N existuji x,, y, €
[a, b] takova, ze

1
|xXn — yul < ; a |f(xn)— fOn)l=e.
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Posloupnost {x,} je omezena, a proto z ni Ize diky Bolzanové-Weierstrassové vé-
té 2.4.7 vybrat podposloupnost {x,, }2, konvergujici k bodu x € R. Ten je pak
obsazen v [a, b] (Véta R.2.42). Protoze

|x_yﬂk| = |x_xnk|+|xﬂk_ynk| = |x_xﬂk|+ﬁ7

konverguje i posloupnost {y,, } k x.

Podle Heineovy véty (Véta ) plati

S = lim fCo,) = lm f(yn,). (7.17)
Pro kazdé k € N plati
0= |f(n) = fOn)] = [fCn) = FOO| + | f(0) = f )] - (7.18)
Diky {.17) plati
dim (1f () = fQO 4 1/ () = S (m)) = 0.

Odtud a z @) dostavame pomoci véty o dvou straznicich
lim | f(xn) = ()| = 0.
k—o0
Pro kazdé k € N vsak plati {f(xnk) — f(ynk)| > &, COZ je spor. [

7.2.20. Véta (vztah spojitosti a riemannovské integrovatelnosti). Necht a,b € R,
a <b,a f jespojita funkce na [a, b]. Potom f € R(a,b).

Ditkaz. Funkce f je omezend na[a, b] (Disledek §.3.19). Pro ovéfeni riemannovské
integrovatelnosti miizeme pouzit Vétu [7.2.15. Necht & > 0. Funkce f je stejnomér-
né spojita (Véta [f.2.19), lze tedy nalézt § > 0, takové, e

Vx,y €la,bl: (Ix —y[ <= [f(x) = f(¥)] <e).

Zvolme nyni déleni D = {x;}'_, intervalu [a, b] takové, ze v(D) < §. Pak pro kazdé

i € {l,...,n} mame diky stejnomérné spojitosti
sup f < inf f+e,
[xi—1,x;] [xi—1.xi]
a tedy

n

SUAD)=S(fD)=) ( sup f— inf f)-(xi—xi-1)

i=1 [xi—1,%] [Xi—1.%;

< ZS(Xi —xi—1) = &(b—a).

i=1

Véta tedy ika, ze f je riemannovsky integrovatelna na [a, b]. [

7.2.21. Véta (vztah monotonie a riemannovské integrovatelnosti). Nechta,b € R,
a < b,a f je monoténni funkce na [a, b]. Potom f € R(a,b).
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Diikaz. Predpokladejme nejprve, ze f je neklesajici. Pak je omezena, nebot

Vx € la,b]: f(a) < f(x) < f(b).
Opét pouzijeme Vétu . Necht ¢ > 0. Nalezneme n € N takové, ze

b= a)(f0) - f@) <.

a zvolime déleni D = {x;}_,, kde x; = a + b%“i, i=0,..., n. Pak plati

n n

S(£D)=S(£,D)=)_ sup [f-(xi—xi-)— Y inf f-(xi—xi-1)

i=1[xi—1.%i] oy i1l

D (i) = fximn) (i — Xi-1)

i=1

b—a
n

M=

(fCi) = f(xi-1))
i=1

b —
(/) - f(@) <e.

Podle Véty tedy plati f € R(a,b). n

7.2.22. Véta (lincarita Riemannova integralu). Necht a.b € R,a < b, fg €
R(a,b)yaa e R. Pak f + g € R(a,b),af € R(a,b) a plati

b b b
[ (f() + g(0) dx = [ £ dx + / () dx,

/;baf(x)dx = oc/;b f(x)dx.

Diikaz. Funkce f a g jsou riemannovsky integrovatelné funkce na [a,b], a proto
jsou na tomto intervalu omezené. Tedy i funkce f + g je omezena na [a, b].
Je-li I C [a, b] neprazdny interval, plati

irllff+ir11fg§irllf(f~l—g) a sup(f +g) <supf +supg.
I I I

Proto pro libovolné déleni D intervalu [a, b] mame
S(f.D)+S(g.D)<S(f+&D)<S(f+gD)<S(f.D)+S(g.D). (7.19)
Zvolme posloupnost déleni { D, } intervalu [a, b], jejichz norma konverguje k 0. Pak
i

dle Disledku [7.2.19 plati
b b
Jim (S(£.0) + 5. D) = [ fwrdr+ [ g ax.

b b
Jim (SC£. D)+ S D) = [ fdr+ [ gt d.
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Ze tedy mame podle véty o dvou straznicich

b b
lim S(f +g.Dy) = lim S(f + g.Dy) = / £ dx + / g(x) dx.
Z Dusledku plyne f 4+ g € R(a,b) a

b b b
/(f(x)+g(x))dx=[ f(x)dx+/ g(x)dx.

Predpokladejme nyni, ze plati f € R(a,b) aa > 0. Funkce af je omezenana[a, b].
Dile pro kazdy interval I C [a, b] plati

supaf =asup f a infaf =ainff
/ ] I I
Tedy pro posloupnost {D,} déleni intervalu [a, b] spliiujici lim v(D,) = 0 mame
b
Jim S(af. D) = lim aS(£.D) = [ f0x)dx
b
Jim S(@f. D) = lim aS(£.D) = [ f0x)dx.

Z Dusledku tedy plyne af € R(a,b) a fab af(x)dx =« fab f(x) dx.
K dokonéeni dtikazu nyni sta¢i ovérit pozadované tvrzeni pro @ = —1. Pro
kazdy interval I C [a, b] plati

sup(—f) = —illlff a irllf(—f) = —sup f,
! 1

a tedy pro posloupnost déleni {D,} intervalu [a, b] splnujici lim v(D,) = 0 dosta-
vame

b
Tim S(— £, Dy) = lim ~S(f: Dy) = / £ dx.,

b
Jim S(-.D,) = lim ~S(/.D) =~ [ fyd.

Jako vyse proto plati —f € R(a,b) a fab —f(x)dx = —fab f(x)dx. ]

7.2.23. Véta (Riemannuv integral a usporadani). Nechta,b e R,a < b,a f,g €
R(a,b)a f(x) < g(x) pro kazdé x € [a, b]. Pak plati

b fx)dx < ’ g(x)dx.
J raes |

a

Diikaz. Necht {D,} je posloupnost déleni a lim v(D,) = 0. Podle predpokladu pro
kazdy interval I C [a, b] plati sup, f < sup, g, a tedy

b b
[ f@)dx = lim S(f. D) < lim S(g. Dy) = [ ¢(x) dx.
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7.2.24. Véta (aditivita Riemannova integralu). Nechta,b,c e R,a <c <b,a f
je funkce definovana na [a, b]. Pak plati f € R(a,b) pravé tehdy, kdyz f € R(a,c)
afeR,b). Jeli f e R(a,b), pak plati

/abf(x)dx=/acf(x)dx+/cbf(x)dx. (7.20)

Dikaz. Necht {D}}, {D2} jsou posloupnosti déleni intervalu [a, c], respektive [c, b],
pricemz jejich normy konverguji k 0. Necht {D,} je déleni sestavajici z délicich
bodt déleni D} a D?. Pak plati lim v(D,) = 0.

« Predpokladejme nejprve, Ze f je riemannovsky integrovatelna na intervalu [a, ¢]
inaintervalu [c, b]. Funkce f je tedy omezena na intervalu [a, ¢] i na intervalu [c, b],
takze je omezena i na intervalu [a, b]. Pro kazdé n € N pak plati

S(f. D) = S(f.Dy) + S(f. D). .21
S(f.Dn) = 8(f.Dy) + S(f.D7). ‘
Podle Véty

Jim 5040 = lim (oY = [ fde= [ e

. ) b
Jim S(£.03) = lim $(£.0%) = [ fede = [ e dx.
Tedy mame

c b
Jim S(£.D,) = lim (S0 +S(102) = [ fodr+ [ feod

c b
Jim S(£.0,) = lim (D) +5(£02) = [ frde+ [ e,
Dle Disledku plati f € R(a,b) a také [7.20).

= Predpokladejme f € R(a,b). Funkce f je tedy omezena na intervalu [a, b].
Pouzijeme posloupnosti déleni definované v predchozi ¢asti. Funkce f pak spliuje

rovnosti ([7.21). Pak pro kazdé n € N plati
0 < S(f.D,) = S(/. D)
=< (S(/: D) = 8(f. D) + (S(f: D) = S(f. D)
= S(f. Dn) = S(f. Dn).

Ponévadz plati lim(?(f, Dy) — S(f, D,,)) = 0, nebot f € R(a,b), plati podle véty
o dvou straznicich

lim (S(f, DY) — S(f. DY) = 0.

n—>oo

Odtud jiz plyne z Véty riemannovska integrovatelnost f na [a, c]. Integro-
vatelnost f na intervalu [b, ¢] 1ze dokazat obdobné. Rovnost plyne z prvni
¢asti dtkazu. n



7.2. RIEMANNUV INTEGRAL 41

7.2.25. Pro libovolna a,b,c € R plati

Lbf(x>dx+/bcf<x)+/caf<x)dx=o,

pokud alespon dva z uvedenych integrald existuji. Tvrzeni plyne z Véty
a konvence fab f==r
7.2.26.Véta. Nechta,b e R,a <b,a f € R(a,b). Pak|f| € R(a,b) aplati

/a " ) dx| < [ 70l d. (7.92)

Diikaz. Funkce f je riemannovsky integrovatelna na intervalu [a, b], takzZe je ome-
zenana [a,b],atedyi|f|je omezena na [a, b].
Pro libovolny interval I C [a, b] plati

sup|f|—inf|f] <sup f —inf f. (7.23)
1 I I 1

Nerovnost () ovétime nasledovné. Zvolme 7 > 0. Pak pouzitim definice supre-
ma a infima nalezneme x, y € I takova, ze

SO =if[fl+n a [f()]= Sljplfl — 1.

Pak mame

sup S —inf|f| < S+ 0= SO +n =1/ =[O+ 21
1
=1/G) = SOl + 2y = sup f —inf f +2n.
1

Tim je nerovnost ) ovérena.
Zvolme & > 0. Pouzijeme Vétu pro funkci f* a nalezneme déleni D in-

tervalu [a, b] spliujici S(f, D) — S(f. D) < e. Z ([1.23) plyne, ze
S(f1.D)=S(fI.D) = S(f.D) = S(f. D) <e.
Podle Véty [7.2.15 je tedy | f| € R(a,b). Zbyva odvodit neorovnost ([7.29).

Pro kazdé déleni D’ intervalu [a, b] plati

b
f F()dx < S(f. D) < 5(f1. D).
a tedy
b b
/ F)dx < / ()] dx. (7.24)

Funkce — f je riemannovsky integrovatelna podle Véty . Pouzijeme nerov-
nost pro funkci f a pomoci Véty obdrzime

b b b b
- [ rwdr= [Cerendrs - swidr= [l .29
Z nerovnost{ ([7.24) a [7.25) dostavame ([7.29). |
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7.2.27. Lze ukazat, ze pokud f,g € R([a,b]), pak fg € R([a,b]). Riemannov-
sky integrovatelné funkce tak tvori takzvanou algebru. Dtikaz tohoto tvrzeni ale jiz
provadét nebudeme.

7.2.28. Véta (derivace funkce horni meze). Necht J C R je nedegenerovany inter-
val a f je funkce definovana na J splnujici f € R(a, b) pro kazdé a,b € J. Necht
¢ € J. Definujeme funkci F na J predpisem

F(x)=/xf(t)dt, x e J.

Potom plati:
(@) F jespojitana J,
(b) jestlize xo je vnitinim bodem intervalu J a funkce f je spojita v xo, pak
F'(x0) = f(xo)-
Diikaz. (a) Necht yg € J neni pravy krajni bod J. Dokazeme, ze

lim  F(y) = F(yo).
Yo+

y—=Yo

Nalezneme § > 0, takové, ze [yo, yo + 8] C J. Protoze je f riemannovsky integro-
vatelna na [yo, yo + 8], je f na tomto intervalu omezena. Necht K je kladné ¢islo
splnujici

Vx € [yo,yo + 6] : | f(x)] = K.
Pro y € [yo, yo + §] pak mame

/ " fydy— | " f) d

y y
= [ I/®ldx= [ Kdx=K(y —yo).

[F() = F(yo)l =

/y y () dx

Y0 Y0
Odtud plyne

yﬁ{& [F(y) = F(y0)| = 0,
neboli

lim  F(y) = F(yo).
Yoy

y—>Yo
Spojitost zleva v bodech J, které nejsou levym krajnim bodem J, 1ze dokazat
obdobné.

(b) Necht xo € J je bodem spojitosti f. Zvolme & > 0. K nému nalezneme § > 0
takové, ze

Vx e (xo—8,x0+8): | f(x)— f(x0)| <e.
Pak pro kazdé x € P(xo,d) plati
F(x) — F(xo)
X — Xo

~ s = | [ o= p).
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Plati f;o f(xo)dt = f(x0) - (x —xo) pro kazdé x € P(x¢,8). Pro kazdé x € P(x,8)
pak plati

M—f{xo)':‘ L[ - ey di
X —Xo X = X0 Jxo 0 Jxo
1 P
X =0l /xo O = JGod
<! |£(t) — f(xo)| dr

- |X _'xol X0

1 X
< / edr
I)C _XOI X0

Vyraz f;) | f(t) = f(xo)| dt z predchozi série nerovnosti je u veden v absolutni hod-
not¢, protoze pro x < Xxo je zaporny. Tedy F'(x9) = f(xo) a tvrzeni je dokaza-
no. ]

= é&.

7.2.29. Dusledek (vztah spojitosti a existence primitivni funkce).

(@) Nechta,b € R*,a < b, a f je spojita funkce na intervalu (a, b). Potom
Jf ma na (a, b) primitivni funkci.

(b) Necht a,b € R,a < b a f je spojita funkce na intervalu [a,b] a F
je primitivni funkce k funkci f na (a,b). Potom existuji vlastni limity
limy o, F(x)alim,_,_ F(x) a plati

b
/ f(@)dt = lim F(x)— lim F(x).
a x—b_ X—>a4
Diikaz. (a) Zvolme ¢ € (a, b) a polozme

F(x) :/x f@)de, xe(ab).

Podle véty o vztahu spojitosti a riemannovské integrovatelnosti (Véta je
funkce f riemannovsky integrovatelna na kazdém intervalu [, 8] C (a.,b), a proto
je F dobre definovana funkce. Véta pak zarucuje platnost vztahu F’ = f na
(a,b), tj. F je primitivni k f.

(b) Definujme funkci

3 f(a), te(a-1,d],
f(@)=1{f@®), tea,b),
fb), telb,b+1).

Pak je 7 spojitd na (@ — 1,5 + 1). Polozme

F(x) :/xf(t)dt, xe(@—1,b+1).
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Pak je F primitivni funkce k f na (a—1,b+1), a tedy je na tomto intervalu spojita
(vizte Vétu b.1.15). ProtoZe je F |4y primitivni funkee k funkei f, existuje podle
Véty ¢ € R takové, Ze

Vx € (a,b): F(x) = F(x) +c.

Tedy
lim F(x)=F(a)+c a hr? F(x) = F(b) + c.
x—>a+ X—>b—
Pak tedy
b b -
/ f(@)dt = / f()dr = F(b) = liril F(x)— lim F(x),
a a x—b_ x—>ay
nebot F(a) = 0. Tim je dtikaz dokoncen. [

7.2.30.Véta. Nechta,b e R,a <b,a f € R(a,b). Jestlize g je funkce definovana
alespon na [a, b], ktera se v intervalu [a, b] lisi od f v kone¢ném poctu bodi, potom

geR@b)a flgtx)dx = [7 f(x)dx.

Diikaz. Funkce f je omezend, a proto je omezena i funkce g. Nalezneme kladné
¢islo K > 0 takové, ze pro kazdé x € [a, b] plati | f(x)| < K a|g(x)| < K. Oznac¢me
J = {x € [a,b]; f(x) # g(x)}. Mnozina J je podle predpokladu konecna. Po-
kud je prazdnd, pak je tvrzeni zfejmé, v opaéném piipadé oznaéme m pocet prvki
mnoziny J. Zvolme ¢ > 0. Nalezneme déleni D = {x;}}_, intervalu [a, b] splnujici

V(D) < 1%, 2

b b
/f(x)dx—e<§(ﬁz>)s§(ﬁz>)<f £ dx + .

Oznacme 4 systém obsahujici vSechny intervaly tvaru [x;—1,x;], i € {1,..., n}.
Ozna¢me § systém téch intervalt z 4, které maji neprazdny prinik s J. Systém
& ma tedy nejvyse 2m prvki, nebot kazdy bod z J je prvkem nejvyse dvou inter-
valt z 4. Potom plati

S(f.D)-S(g.D)= supf-|I|=) supg-|I|

I I
I1ed Ied (7.26)
= (sup f —supg)-|1],
1es 1 1
nebot sup, f = sup, g, pokud I € ¢ \ 8. Miizeme tedy odhadnout
IS(f.D)—S(g.D)| <> (Isup f|+ |supgl)-|I]

I1e8 1 I

<Y 2K-|I| <) 2K -v(D) (7.27)
Ie8 Ies8

<2m-2K -v(D) <e.

Obdobné obdrzime
IS(f. D) —S(g, D)| <e. (7.28)
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Podle @, a ) dostavame

b
/ F(x)dx — 26 < S(f. D)—e < S(g. D) < S(g. D)

. (7.29)
<S(f.D)+¢ </ f(x)dx + 2e.

Odtud podle Véty plyne, Ze g je na intervalu [a, b] riemannovsky intergro-
vatelna. Z odhadu @ pak plyne fab gx)dx = fab f(x)dx. [ ]

7.2.31. Véta (charakterizace riemannovské integrovatelnosti). Nechta,b € R,a <
b,a f je funkce definovana na intervalu [a, b]. Pak jsou nasledujici vyroky ekviva-
lentni.

(i) Funkce f je riemannovsky integrovaltelna na intervalu [a, b].

(i) Existuje I € R takové, ze pro kazdé e > 0 existuje § > 0 splnujici: je-li
D = {x;}I_, déleni intervalu [a, b] takové, ze v(D) < §,at; € [xi—1,xi],
i=1,...,n,pak

> rae - - 1] <e.
i=1

Ditkaz. (i) = (i) Ukazeme, ze podminka (ii) je splnéna pro I = fab f(x) dx. Zvol-
me ¢ > 0. K nému dle Véty existuje § > 0 takové, ze pro kazdé déleni D
splnujici v(D) < 8 plati

1—s=fbf(x)dx—s<§(f,D) < S(f.D) </bf(x)dx+8=1 +e
Je-li tedy D =a{xi};’=0 déleni splnujici v(D) <8 at; ea[x,-_l,x,-], i=1,...,n,pak
I e<S(D) =Y fti—xi) <SUiD) <1+
i=1
Vyrok (ii) tedy plati.

(i))= (i) Necht (ii) je splnéna pro I € R. Nejprve ukazeme, ze z platnosti (ii) plyne
omezenost f. Pro ¢ = 1 nalezneme § > 0 podle (ii). Pak pro déleni D = {x;}7_,
splnujici v(D) < § mame

‘i ft)(xi —xi-1) — I‘ <e
i=1

pro kazdou volbu bodti #; € [x;—1,x;],i =1,..., n.
Uvazujme jedno takové pevné déleni D = {x;}!_ a ozna¢me
n= min{x,- —xi—1; i €{l,..., n}}
K=max{|f(x,-)|; iedl,..., n}}
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M¢jmet € [a, b] dano libovolné. Nalezneme j € {I,..., n} takové, zet € [x;_1, x;].
Uvazujme body

[ xi, 1e€{l, ..., ni\{Jj}
' roi=
Pak
7O = x-0] = |3 @)@ = xim) =1+ 1= f0) @ = xim)
i=1 i#j

=

> (xi —xic) — 1
i=1

14 1) (i = xim1)]
i=1

n
S1+|1|+ZK(xi—xi—1)=1+|I|+K(b—a)~

i=1

Tedy plati
1
lf(@)] < 5(1 + 1|+ K(b — a))

a f je omezena.
Mizeme tedy pouzit Vétu 7.2.15. Necht & > 0. Podle (ii) nalezneme piisluiné
8 > 0. Necht D = {x;}_, je libovolné délent [a, b] splnujici v(D) < §. Pro kazdé

ied{l,..., n} nalezneme t; € [x;_1, x;] takové, ze
sup f < f(t)+e.
[xi—1,xi]
Pak mame
n n
S(£D)=Y" sup f-(xi—xi—1) <Y (f(t:)+e)(x —xi1)
i=1 [xi—1,xi] i=1

= Z S@)(xi —xi—1) +eb—a) =1 +e+ed—a).
i=1
Obdobné odvodime
S(fiD)>1—e—¢e(b—a).
Tedy dostavame
S(f.D)—=S(f.D) <2(1+b—a)e.
Tedy f je riemannovsky integrovatelna na [a, b]. ]

7.2.32. Podivejme se jesté na vztah hodnoty I a hodnoty fab f(x)dx v predchozi
vété. Plati-li (i), pak je pro I = fab f(x)dx splnéna podminka (ii). Plati-li (i),
mame z dtkazu implikace (if) = (i), ze pro kladné ¢ existuje kladné § takové, ze
pro libovolné déleni D intervalu [a, b] splnujici v(D) < § plati

S(f,D)<I+e(1+b—a).
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Tedy
b
/ F)dx < S(£D) <1 +e(l+b—a).

Tedy (7 f(x) dx < I. Obdobné odvodime [* f(x)dx > I, atedy I = [* f(x)dx.

7.2.33. Poznamka. Podminka (i) Véty 7.2.31 je ptivodni Riemannovou definici
Riemannova integralu. Nas vyklad sledoval alternativni piistup, ktery nalezi Dar-
bouxovi.

7.3. Newtoniiv integral

7.3.1. Definice. Nechta,b € R*,a < b, f je funkce definovana na intervalu (a, b).
Rekneme, Zefunkce f ma na intervalu (a, b) Newtoniiv integral, pripadné ze New-
tontv integral z funkce f na intervalu (a, b) existuje, jestlize

e f mana (a,b) primitivni funkci F,

e existuji limity limy—4, F(x) alim,_,,_ F(x) (nikoli nutn¢ vlastni);

e rozdil téchto dvou limit je definovan jako prvek mnoziny R*.
Hodnotou Newtonova integralu z funkce f na intervalu (a,b) nazyvame prvek
mnoziny R* uréeny vyrazem

lim F(x)— lim F(x).
x—>b_ X—>a4

Tuto hodnotu pak zna¢ime symbolem fab f(x)dx.Pokuda > b, polozime fab f(x)dx =

— [ f(x)dx. Jestlize fab f(x) dx € R, pak tikdme, ze Newtontv integral z funkce

f naintervalu (a, b) konverguje, v opa¢ném pripadé fikame, ze diverguje.

7.3.2. Oznaceni. Jestlize je potreba rozlisit mezi Newtonovym a Riemannovym

integralem z funkce f na intervalu s krajnimi body @ a b, kde a,b € R, a < b,
budeme pouzivat oznaceni

b b
(V) / f)dx a () / () dx.

7.3.3. (a) Hodnota Newtonova integralu nezavisi na pouzité primitivni funkci. To
plyne z véty o rovnosti az na konstantu (Véta 7.1.4).

(b) Nechta,b € R*,a < b, anecht f je funkce definovana na intervalu (a, b). Pak
nastava pravé jedna z nasledujicich moznosti:

a je roven realnému ¢islu, tedy konverguje,

existuje ! . .
J { a je roven oo nebo —oo, tedy diverguje,

b
) [ £ dx

neexistuje.
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7.3.4. Oznaceni. Nechta,b € R*, a < b. Mnozinu véech realnych, které maji na
intervalu (a, b) konvergentni Newtoniv integral, zna¢ime symbolem N (a, b).

Necht funkce F je definovana na (a, b) a existuji (vlastni nebo nevlastni) jed-
nostranné limity limy_, 44 F(x) a lim,_,,_ F(x). Potom budeme znacit F(a+) =
limy—qt F(x), F(b—) = limy_p— F(x) a [F]2 = F(b—) — F(a+), pokud ma rozdil
smysl.

7.3.5. Priklad. V zavislosti na parametru o € R spoctéte (N) fol x®dx.

Resend. Plati

1
C (e = @ Lo
o _ 1 1 —
(N) ; x*dx = [mx"‘l“L Jp =00,  ae(-o0,-1),
[logx]o = 00, o =—1.
a
7.3.6. Priklad. V zavislosti na parametru @ € R spoctéte (N) floo x%dx.
Reseni. Plati
00 [t =00, w@e(-1,00),
(N) | x®dx = [A5xet1] = 2L € (o0, —1),
[logx]?o =00 a=-1
a

7.3.7. (a) Z predchoziho prikladu vidime, ze funkce f(x) = \/L; je na intervalu
(0, 1) newtonovsky integrovatelna, ale neni na [0, 1] pfi libovolném dodefinovani
v krajnich bodech riemannovsky integrovalna, nebot na (0, 1) neni omezena.

(b) Funkce f(x) = signx je intervalu [-1, 1] monoténni, a tedy podle Véty
také riemannovsky integrovatelna, neni v§ak na (-1, 1) newtonovsky integrovatel-

na, protoze na (—1, 1) nema f dle primitivni funkei.
7.3.8. Nechta,b e R,a < b, a f jespojita funkce na [a, b]. Potom f € N (a,b).

7.3.9. Véta (linearita Newtonova integralu). Nechta,b e R*,a < b, f.g € N(a,b)
aa eR.Pak f + g € N(a,b),af € N(a,b) aplati

b b b
/ () + g(x)) dx = / Feo)dx + / ¢(r) dx.
a b a b a
/ ozf(x)dx:a/ f(x)dx.

Diikaz. Necht F je primitivni funkce k f na (a,b) a G je primitivni funkce ke g
(a,b). Pak je F + G primitivni k f 4 g a diky aritmetice limit (Véta ??) mame
[F + G, = [F]5 + [G]; € R. Tedy

b b b
/ £() + g()dx = [F + G2 = [FI% + [G]) = / £ dx + / g(x)dx.
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Obdobné¢ odvodime
b b
/ af (x)dx = [@F]? = a[F]? = a/ £(x) dx.

7.3.10. Véta (Newtontv integral a usporadani). Nechta,b € R*,a < b,a f,g €
N(a,b). Necht plati f(x) < g(x) pro kazdé x € (a, b). Pak

b fx)dx < ’ g(x)dx.
[ rwaes ]

Ditkaz. Necht F je primitivni funkce k f na (a,b) a G je primitivni funkce ke g
(a,b). Pak plati

(G—F)(x)=gx)— f(x) >0, x€(a,b),
atedy G — F je neklesajici na (a, b) (vizte Vétu ) Proto

b
/ (g(x) — f(x)) dx = [G — FI% > .
Tedy dle Véty mame

/abg(x)dx=/abf(x)dx—i—/ab(g(x)—f(x))dxz/abf(x)dx.

n
7.3.11. Véta (aditivita Newtonova integralu). Nechta,b,c e R*,a <c¢ <b.
(@) Jestlize f € N(a,b), potom f € N(a,c) N N(c,b)aplati
b c b
/ f(x)dx = / f(x)dx + / f(x)dx. (7.30)

(b) Jestlize f € N(a,c) N N(c,b) a f jespojitav c, pak f € N(a,c) a pla-
i @30,
Diikaz. (a) Necht F je primitivni funkce k f na intervalu (a, b). Pak je F primitivni
k f 1na intervalech (a,c) a (¢, b). Navic ma funkce F v bodé¢ ¢, jakozto spojita
funkce na (a, b), vlastni jednostranné limity. Tedy plati

b c b
/ F(x)dx = [FI? = [FIS + [F]? = / £ dx + / £(x) dx.

(b) Necht F je primitivni k f na (a,c¢) a G je primitivni k f na (c, b). Funkce f je
spojita na v bodé ¢, a proto je omezena na jistém okoli bodu c. Nalezneme tedy
§>0aK > 0takové, zea < c—6alf(x)| < K pro kazdé x € (¢ —8,c). Potom

podle Véty pro kazdé x € (c — 6, c) plati

—K(x—c+8)=/;(—K)dtE/isf(t)th/;Kdt:K(x—c+8).
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Dale plati fcx_8 f(t)dt = F(x)— F(c—3§) prokazdé x € (c—4,c), nebot F je spojita
na (a, c). Limita lim, . F(x) existuje podle pfedpokladu véty a z vyse uvedeného
plyne, Ze tato limita je vlastni. Obdobné plati, ze limy .4 G(x) je vlastni. Pfi¢tenim
vhodné konstanty k funkci G mtizeme zafidit, aby

lim F(x) = lim G(x).
x—>c_ x—ct

Definujme
F(x), x € (a,c),
H(x) = {limy._ F(x), x=c,
G(x), x € (c,b).

Pak je H spojitana (a,b) a H'(x) = f(x) prox € (a,c) U(c,b). V bodé ¢ toto plati
diky Véte @
H'(c) = lim H'(x) = lim f(x) = f(c),
X—>C xX—>C

nebot f je spojita v c. Funkce H je tedy primitivnik f na (a, b) a ma vlastni limity
v krajnich bodech (a, b), protoze je v prislusnych bodech maji funkce F a G. Tedy
f e N(a,c). [ |
7.3.12. Véta. Nechta,b € R*,a < b, f € N(a,b) a f je spojita na (a,b). Pak
fab | f(x)| dx existuje a

[ rwar|= [Ceoras

Diikaz. Funkce | f| ma jakozto spojita funkce na intervalu funkei primitivni dle Vé-
ty . Oznaéme ji F. Protoze | f| > 0, je F neklesajici (vizte Vétu ) Tedy
existuji limity v krajnich bodech intervalu (a,b), pficemz lim,_,;_ F(x) > —oo
a limy—4, F(x) < oo. Potom je rozdil limy__ F(x) — limy—4, F(x) definovan.
Je-li tento rozdil roven oo, pozadovana nerovnost zjevné plati. Pokud je konec¢ny,
pak | f| € N(a,b). Mlizeme tedy pouzit Vétu . Plati —f < |fl1 f < |f],
a tedy

/;b f(x)dx‘ = maX{Lb f(x)dx,—/ab f(x)dx}

_ max{/ab f(x) dx,/ab — f(x) dx} < /ab | £(x)] dx.
|

7.3.13. Nechta,b € R*,a < b, F a G jsou funkce definované na (a, b) a existuji
(vlastni nebo nevlastni) jednostranné limity F(a+), F(b—), G(a+) a G(b—). Potom
plati

[F - Gl = [FI; - [GI.,

jestlize ma prava strana smysl.
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7.3.14. Véta (per partes pro Newtonuv integral). Nechta,b € R*,a < b, fag
jsou funkce definované na (a, b). Necht F je primitivni funkce k funkci f na (a, b)
a G je primitivni funkce k funkci g na (a, b). Potom plati

b b
| Fweedx =1r61 - [ r@6e .
jestlize ma prava strana smysl.

Diikaz. Jelikoz je prava strana pozadované rovnosti dobre definovana, existuje pri-
mitivni funkce k funkci fG na (a, b). Ozna¢me ji pismenem H. Potom plati

(GF — HY = gF + Gf — fG = gF,
tj. GF — H je primitivni funkci k funkei gF. Rozdil vyraza [GF1?, fab G(x) f(x)dx
je definovan, stejné jako vyrazy samotné. Z plyne, ze

b
[ Feogtods = 176 - 11, = (FGY; —

b
= [FGb - f F(x)G(x) dx.
Tim je dtikaz dokoncen. ]

7.3.15. Véta (substituce pro Newtondv integral). Necht a,b,a,p € R*, a < b,
a < B, f je funkce definovana na (a, b) a ¢ je funkce definovana na («, ). Necht
¢ ma vlastni nenulovou derivaci na (o, B) a plati ¢((a, f)) = (a,b). Potom

b B
/ fx)dx = / Flo) |¢'@)] dr. (7.31)

jestlize ma alespon jedna strana smysl.

Diikaz. Funkce ¢ ma na intervalu (o, B) vlastni derivaci (funkci ¢”). Z Darbouxovy
vlastnosti derivace (Véta tedy plyne, ze obraz intervalu (e, B) pii zobrazeni
¢’, tedy mnozina ¢'((«, B)), je interval. Z predpokladu vime, ze bod 0 neni prv-
kem tohoto intervalu. Z toho vyplyva, ze funkce ¢’ neméni na («, f) znaménko.
Predpokladejme, ze ¢’ je zaporna na (o, B). Nyni rozlisime dvé moznosti. Nejprve
budeme predpokladat, ze existuje integral na levé strané rovnosti a pak na

pravé.

Existuje fab f(x)dx.Potomma f na(a, b) primitivni funkci F a existuji limity F(b—)
a F(a+). Z véty o derivaci slozené funkce (Véta p.1.24) plyne, ze také funkee (f o

¢)(—¢') ma na intervalu («, ) primitivni funkci, a to funkci —F o ¢. Mame
lim ¢(t) =a, lim ¢)=0»>b
t_)ﬁ_ t—)OtJr

az Véty

lim F(p()) = lim F(x), lim F(e()) = lim F(x).
I—at x—>b_ t—>p— x—>a4
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Odtud dostavame

B B
/ Flo)le' @] dr = / FoO) (' (1) di = [F o g}t
=— lim F(x)+ 1i121 F(x)

.
:/a f(x)dx.

Existuje ff f(@@))]¢'(t)] dt. Oznaé¢me G primitivni funkci k (f o @)|¢’'| = —(f o
¢)¢'. Z druhé véty o substituci (Véta ) pak plyne, ze —G o ¢! je primitivn{
funkce k 1. Plati
lim ¢ '(x) = B, lir})l o H(x) =,
xX—>

X—>a4

a tedy
lim G~ '(x)) = lim G(t), lim G(p '(x)) = lim G().
xX—>a4 t—>p— x—>b_ =y
Odtud méame

b b B
/ Sy =[G oy’ = / Flonle' @] dr.
| |

7.3.16. Véta (Bolzanova-Cauchyova podminka pro funkce). Nechta € R* a necht
80 € R, 8o > 0. Necht funkce F je definovana alespon na P(a, §y). Potom existu-
je vlastni limy ., F(x) pravé tehdy, kdyz je splnéna nasledujici (tzv. Bolzanova--

Cauchyova) podminka:
VeeR,e>036€R,§ >0Vx,y € P(a,8): |F(x)— F(y)| <e.
Ditkaz. =  Predpokladejme nejprve, ze limy—,, F(x) = Aa A € R. Necht e € R,

e > 0 je dano. K nému nalezneme 6 € R kladné, ze
Vx e P(a,b):|F(x)—A| <e.
Pak pro kazdou dvojici x, y € P(a,§) mame
|F(x) = F()| = |[F(x) —A[+|A=F(y)| <e+e=2e

< Necht plati podminka véty. Necht je funkce F definovana na prstencovém
okoli P(a,dp). Je-li {x,} posloupnost obsazena v P(a,dp) takova, ze limx, = a,
splnuje posloupnost {F(x,)} Bolzanovu-Cauchyovu podminku (viz Véta .
Zvolime-li totiz ¢ € R, € > 0, necht kladné § € R je dano Bolzanovou-Cauchyovou
podminkou. K § nalezneme ng € N takové, ze pron € N, n > ng, plati |x, —a| < 8.
Pak pron,m € N, n,m > no, plati

|F(xn) — F(xm)| <e.
Zvolme jednu takovou posloupnost {x,} a polozme 4 = lim F(x,) (ta existuje
h)

diky Véte 0). Pak lim,_,, F(x) = A. Vezméme totiz libovolnou posloupnost
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{yn} v P(a,do) konvergujici k a. Necht ¢ € R, ¢ > 0. K nému nalezneme § € R,
8 > 0 z Bolzanovy--Cauchyovy podminky. Necht n; € N je takové, ze

VneN,n>ny: x,, yn € P(a,?).
Najdeme jesté n, € N takové, ze
VneN,n>ny: |F(x,)— A| <e.
Pak pro ptirozené ¢islo n > max{ny,n,} plati
|F(yn) = A < |F(y) — F(ia)| + [F(ra) — Al < & + & = 2e.
Z Heineovy véty mame proto lim,_,, F(x) = A. [
7.3.17. Tvrzeni Véty plati obdobné i pro jednostranné limity.

7.3.18.Véta. Nechta,b e R,a < b,a f je omezend spojita funkce na (a, b). Potom
f € N(a,b).

Ditkaz. Podle Véty ma f na (a, b) primitivni funkci F. Ukazeme za pomoci
Bolzanovo-Caychyovy podminky pro funkce, Ze limity F v krajnich bodech exis-
tuji vlastni. Necht K € R je kladné takové, ze

Vx € (a,b): |f(x)] < K.

Zvolme ¢ € R, ¢ > 0 a polozme § = £. Pak prox,y € (a,a + ), x < y, plati
z Véty ??(c)

y y
FO - Fel=| [ sod] < [C1roldr <Ky vl <k <e
Tedy limy—a, F(x) existuje vlastni dle Véty [7.3.16.

Existence vlastni limity v b zleva se dokaze obdobné. [ ]

7.3.19. Pro neomezeny interval tvrzeniVétyneplati. Napriklad funkce f(x) =
1, x € (0,00), je spojita a omezena na (0,00), ale f ¢ N(0,00). Funkce f(x) =
arctg(x), x € R, je na intervalu R také spojita a omezena, integral ffgo f(x)dx
vsak dokonce ani neexistuje.

7.3.20. Véta (vztah Riemannova a Newtonova integralu). Nechta,b € R, a < b,
anecht f je omezena funkce na [a, b]. Je-li f € R(a,b) N N(a,b), pak

b b
(R) f F()dx = (N) / £(x) dx.

Diikaz. Zvolme ¢ € R, & > 0. Protoze funkce f je riemannovsky integrovatelna na
[a,b], existuje podle charakterisace riemannovské integrovatelnosti (Véta [7.2.31))
§ € R, § > 0, takové, ze pro libovolné déleni D = {x;}}_, o normé mensi nez §
a libovolnou volbu bodti #; € [x; —x;—1],i =1,...,n plati

<eé&.

n b
> F) =5 = (R [ ds
i=1 a
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M¢jme tedy € € (0,00) dano a § € (0, 00) nalezeno tak, ze splnuje tuto podminku.
Vezméme déleni D = {x;}}_, o normé mensi nez §.
Necht F je primitivni funkce k f na (a,b). Definujme

F(x), x € (a,b)
H(x) =(limy_,_ F(x), x=b
limyq, F(x), x=a.

Pov$imnéme si, ze H je dobfe definovana spojita funkce na [a, b] dle Poznam-
ky ??(a) a faktu f € N(a,b). Navic H' = f na (a,b). Pro kazdéi = 1,....n
pouzijeme Lagrangeovu vétu k nalezeni bodu #; € (x;—1,x;), ktery splnuje

H(x;) — H(xi—1) = H'(t;)(xi —xi—1) = f(t;)(xi — xi—1).

Pak
b
(N)/ f(x)dx = lim F(x)— lim F(x) = H(b)— H(a)
a x—>b_ X—>a4

= H(xn) — H(xo) = ) _(H(x;) — H(xi-1))

i=1

=Y f) - (ki —xi1).

i=1
Tedy

b b n b
) [ s =0 [ ax = [ e - - [ d <

Tim je dtikaz dokoncen. |
7.3.21. Dusledek (vztah spojitosti a existence Riemannova a Newtonova integra-

lu). Necht a,b € R, a < b, a necht f je spojita funkce na [a,b]. Potom f €
R(a,b) N N(a,b) a

b b
(R) / £ dx = (V) / £(x) dx.

Dikaz. Tvrzeni plyne z Véty [1.2.20, Véty [.3.18 a Véty [1.3.20. ]

7.4. Konvergence Newtonova integralu

7.4.1. Véta (srovnavaci kritérium pro konvergenci Newtonova integralu). Necht
aeR,beR* a<b,afunkce f,g: [a,b) = Rsplnuji 0 < f(x) < g(x) pro kazdé
x € [a,b). Necht dale je f spojitana[a,b)a g € N(a,b). Potom f € N(a,b).



7.4. KONVERGENCE NEWTONOVA INTEGRALU 55

Ditkaz. Zvolme ¢ € (a,b) aozna¢me G a F primitivni funkce ke g ak f. Po eventu-
alnim pricteni vhodné konstanty mizeme predpokladat, ze F(c) = G(c). Funkce
G — F ma na (c, b) nezapornou derivaci g — f, tedy je na (c, b) neklesajici. Proto-
ze (G — F)(c) = 0, dostavame G(x) > F(x) na (c,b). Dale jsou ob¢ funkce G, F
neklesajici, jelikoz jejich derivace jsou nezaporné. Tedy maji v b limitu zleva (vizte
Vétu a plati
lim F(x) < lim G(x).
x—>b_ x—>b_
Protoze g € N (a,b),je poslednilimita vlastni. Protoze je F neklesajici, jeilimy_,5_ F(x)
vlastni.
Ob¢ funkce maji vlastni limitu v ¢, jelikoz jsou v tomto bod¢ spojité. Ted
f € N(c.b). Protoze f je spojita na [a,c], plati /' € N(a,c) podle Véty
Véta ??(e) nyni dava f € N(a,b). [

7.4.2. Poznamka. Tvrzeni Véty plati s ptislusnymi dpravami i pro intervaly
typu (a, b]. Piesnéji, jestlize a € R*, b € R, a < b, funkce f, g : (a,b] — R splnuji
0 < f(x) < g(x), x € (a,b], f jespojitana (a,b] a plati g € N (a,b), potom také
f € N(a,b).

7.4.3. Priklad. Dokazte, ze floo % dx konverguje.

Resend. Zkoumejme konvergenci fol % sin % dx. Mame totiz pomoci per partes
1 1 A |
cos —dx =xcos— — [ x(=sin—-)— dx, x € (0,00).
X X xx
Tedy
1.1 1 1
/—sm—dx =xcos——/cos—, x € (0, 00).
X X X X

Protoze fol cos 1 konverguje (Véta [.3.1§), konverguje i

1 1 1
1 .1 1 1
/ —sin —dx = |:xcos —] —/ cos — dx.
0o X X X o 0 X

Substituci % = ¢t mame konvergenci integralu

 si ! 1 1 1.1
/ smxdx:/ t(sin—)—2d1=/ —sin —dr
1 X 0 t)t o t
(vizte Vétu ) a
7.4.4. P¥iklad. Dokazte, Ze [;° - konverguje.

x4+1

Reseni. Funkce —'— je spojita na intervalu [0, 1], a tedy dle Véty konverguje

x4+1

fol x++1dx. Dale plati 0 < x++1 < x% na [1,00). Protoze x™* € N(1,00) (Pii-

klad [7.3.5(b)), je podle Véty i = € N(1,00). Pouzitim Véty P?(c) dostavé-

me x41+1 € N (0, 00). &
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7.4.5. Véta (limitni srovnavaci kritérium pro konvergenci Newtonova integrélu).
Necht a € R, b € R* anecht a < b. Necht f, g jsou spojité nezaporné funkce
na [a, b). Jestlize limy_p_ ﬁ € (0,00), pak f € N(a,b) pravé tehdy, kdyz g €
N(a,b).

Ditkaz. Oznaéme ¢ = limy_p_ f( ) a necht f € N(a,b). Z Véty P? existuje xo €
(a,b) takové, ze
fo) 1

glx) — =2

Vx € [x0,b) :
Plati tedy
Vx € [x9,b):0<g(x) < zf(x).

Jelikoz f € N(a,b), je téz 2f € N(a,b). Proto f € N(xo,b) dle Véty ??(c), a tedy
Véta[f.4.1 dava g € N (xo, b) Protoze g je spojita na omezeném intervalu [a, xo], je
zde Newtonovsky integrovatelna. Dle Véty ??(d) je g € N (a, xo).

Obracenou implikaci 1ze dokazat obdobné za pomoci odhadu % < 2c¢ na
vhodném intervalu (xo, b). [

7.4.6. P¥iklad. Dokazte, ze [*° NAEYAHL g konverguje.

T34

Reéseni. Polozme pro x € [1, 00)

X+ x+1 _5
fy = VIR =t
x>+ Xx
Ob¢ funkece jsou spojité nezaporné funkce na [1, 00) a plati
VX+/x+1

lim J(x) ~ lim

X—00 g(x) X—00 X %5

XX+ + D)
= lim =2.
X—>00 x+1
Podle Véty - 7.4.5 dostavame f € N (1, 00), nebot jiz vime, ze g € N (1, 00) (Pii-
Mad 340, »

7.4.7. Lemma (odhady Newtonova integralu souc¢inu dvou funkci). Nechta,b €
R, a < b, f je spojita funkce na [a,b] a g: [a,b] — R je nerostouci, nezaporna
a spojita. Potom

g(a) mf / f()de < f(t)g(t)dt < g(a) sup f(t)dt.

x€la,b]

Specialné plati

f(f)g(t)df

a

<gla) sup

x€la,b]

/ f(t)de|.
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Ditkaz. Dokazme nejprve druhou nerovnost. Zvolme ¢ € R, ¢ > 0. Diky stejno-
mérné spojitosti funkei f a fg (viz Véta ) existuje § € R, § > 0 takové, zZe
plati

Vx,y ela,bl:x—y|<é=

(g0 — F] < &) & (f0)— f)l <) 52

Oznalme
F(x) = /X f()d:, x€la,b],

a zvolme déleni D = {x;}_, s normou mensi nez §. Pak mame ze pro kazdé

Vi€ [xi—1,xi]: f() = f(xi—1) — &,

a tedy
Jxi—) (o —xi—1) —e(x; —xi-1) < /xz f(@)dr.

Obdobnou tvahou dostavame pomoci

f Y g dr = F (i) @i (5 — xi-1) + e(xi — Xi—1)

< g(xi—1) ( fi f@)dr + e(x; — Xi—l)) +e(x; —Xxi—1)
<gCion) [ F@dr+ (g(@) + De(ri —xiy).

Xi—1
Oznacéme

g =z¢e(g(a)+ 1)(b —a).
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Pak
b n Xj
[ roswa =3[ rogwd

i=1v%i—1

=gl [ fOd+ Y e - xo @+ D)
i=1 Xi—1 i=1

= glxi1)
i=1

=Y gli-)(F(xi) = F(xi1)) + &
i=1

X

i f()dt +e(gla) + 1D(b—a)

Xi—1

n—1

=Y F(xi)(g(xio1) — g(xi) + g(xn—1) F(xn) + &

i=1

n—1
< sup F() (Z(g(xi_l) —g(xi)) + g(xn—l)) +é

tela,b]

=g(a) sup F(t)+e(gla) + 1)(b —a).
t€la,b]

i=1

Jelikoz ¢ bylo libovolné, plyne odtud pozadovana nerovnost.
Prvni nerovnost lze dokdzat obdobné. ]

7.4.8. Véta (Abelovo-Dirichletovo kritérium konvergence Newtonova integralu).
Nechta € R,b € R*,a < b, f:[a,b) — R je spojitd, F je primitivni funkce
k funkei f na (a,b) a g: [a,b) — R je na [a, b) monoténni a spojitd. Pak plati:

(@) Jestlize f € N(a,b) a g je omezena, pak fg € N(a,b).

(b) Je-li F omezena na (a,b) alim,_,,_g(x) =0, je fg € N(a,b).
Diikaz. 'V obou piipadech ma funkce fg na (a,b) funkci primitivni, ozna¢me ji H.
Bez jmy na obecnosti miizeme predpokladat, ze g je nerostouci. V opa¢ném pii-
pad¢ bychom mohli pracovat s funkei —g, nebot zména znaménka u g konvergenci
. / b -y
integralu [ f(x)g(x) dx neovlivni.
(a) Muzeme predpokladat, ze g je nezaporna, protoze jinak bychom uvazovali
funkei g(x) + K, kde K je ¢islo splnujici

Vx €la,b):|g(x)] < K.

Pak totiz konvergence integralu

b b
/ F(0g(x) dx = / (F0)(g(x) + K) — f(0)K) dx

plyne z dokazaného tvrzeni pro nezapornou funkci a Véty ??(a).
M¢jme tedy g nezapornou a necht C € (0, co) splnuje

Vx €la,b):|gx)| <C.
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Podle predpokladu existuje lim,_,;_ F(x) vlastni. Méjme ¢ € R, & > 0 dano. K n¢-

mu nalezneme pomoci Bolzanovy--Cauchyovy podminky pro funkce (Véta[7.3.16)
kladné § € R takové, Ze

Vx,ye P_(b,§): —e < F(y)— F(x) <e.

Potom pro x, y z okoli P_(b,§), x < y, plati podle Lemmatu

y Z
H(y) — Hx) = / Fg) di < g(x) sup [ foyde

z€[x,y] /¥

=g(x) sup (F(z)— F(x)) < g(x)e < Ce

z€[x,y]

y . 4
HO) = H) = [ f0g0dx = g0 _inf [ rwras
= () _inf (FG) = F() = ~g(x)e = ~Ce.
ZE|X,y

Tedy pro tato x, y plati
|H(x)— H(y)| < Ce.

Tedy H splnuje Bolzanovu-Cauchyovu podminku v bod¢ b zleva, ma v ném vlastni
limitu zleva.

Snadnou tvahou pak obdrzime fg € N(a,b) (viz zavér dikazu Véty .
Podrobnéji, zvolme ¢ € (a,b). Ze spojitosti funkce fg na [a,c] odvodime fg €
N(a,c) (Véta . Dale H je spojita v ¢, a tedy ma zde vlastni limitu. Proto
fg € N(a,c). Véta ??(e) pak zavrsi argumentaci.

(b) Z predpokladu plyne, ze g(x) > 0 pro vSechna x € [a,b). Necht K € R, K > 0,
je takové, ze

Vx € (a,b): |F(x)| < K.
Pro dané ¢ € R, ¢ > 0 najdeme § € R, § > 0, takové, ze

Vx e P_(b,8): |g(x)] <e.

Pak pro x,y € P_(b,6), x < y mame

y
H(y) - H(x) = f F(0g() di
<g(x) sup (F(z)— F(x))

z€[x,y]
<¢ sup (F(z)— F(x))
z€[x,y]

< 2Ke
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y
H(y) — Hx) = / F(Og(t) di
> g(x) i[nf ](F(Z) - F(x))
zZeE X,y
>¢ inf (F(z) — F(x))
z€[x,y]

> 2K,
a tedy pro tato x, y plati
|H(x) — H(y)| = 2Ke.
Tedy Véta iika, Zze H ma vlastni limitu v b zleva. Jako vyse pak diikaz uza-
vieme pozorovanim, ze fg € N(a,b). [ ]
7.4.9. Pfiklad. Dokazte, ze [ €2 dx konverguje.

Reéseni. Polozime ve Véte (b) pro x € [1,00)

f(x)=cosx a g(x)= %

Pak primitivni funkce k f, totiz sinx, je omezena na (1,00) a g(x) je na [1,00)
nezaporna monoténni funkce majici v oo limitu 0. A obé funkce jsou zjevné spojité
na [1, 00). Tedy dle vyse zminéné véty zadany integral konverguje. Fy

7.4.10. Priklad. Dokazte, Ze floo arctg x <2* dx konverguje.
Reseni. Ve Vété (a) polozime pro x € [1, 00)

f(x) = cosy a g(x)=arctgx.
X
Ob¢ funkce jsou spojité na [1, 00), g je omezena neklesajici a f € N (1, 00). Tedy
integral konverguje podle Vété [7.4.8(a). *

7.4.11. P¥iklad. Dokazte, ze [° 522 dx diverguje.

Reseni. Proto¥e plati

. .2
sin x sin” x
|—| > , x €]l,00),

X
staci dle Véty ov¢rit divergenci integralu

% §in? x
dx.
1 X

PisSme
sin? x _l—cos2x 1 cos 2x
x 2x T 2x 2x
Jest
* cos2x 1 [ cos
/ dx = —/ Y dy
1 2)C 4 2 y
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a z predchoziho ptikladu vime, ze <%+ € N(1,00). Tim spiSe <5+ € N(2,00),
a tedy 1 % € N(1, 00). Mame tudiz

1 cos2x  sin’x

2x - 2x X
piidemy 2 ¢ A (1,00) a =X € (1, 00). Kdyby S°% € N (1, 00), pak by podle Vé-
ty ??(a) platilo i % € N (1, 00), coz by byl spor. Odtud plyne, ze Sinxzx ¢ N(1,00),

atedy i B2l ¢ v (1, 00). 2

’

7.4.12. Véta (prvni véta o stfedni hodnot¢). Nechta,b € R a necht a < b. Necht
S je spojita funkce na [a, b], g je nezaporna na [a,b], g € N(a,b) a fg € N(a,b).
Potom existuje ¢ € [a, b] takové, ze

b b
/ Fg) dx = £(0) / ¢ () dx.

Diikaz. Funkce f, jakoZto funkce na [a, b] spojitd, nabyva na ném svého minima m
a maxima M (viz Véta ??). Pak pro x € [a, b] plati

mg(x) < f(x)g(x) < Mg(x). (7.33)

Pokud fab g(x)dx = 0, pak g = 0, nebot je nezaporna. Za bod ¢ mizeme zvolit
libovolny bod z [a, b].

Predpoklddejme tedy, ze fab g(x)dx > 0. Potom ze (7.33) plati
b
m < J2 f(0)gx)dx _

> <M.
[, g(x)dx

Protoze f([a,b]) = [m, M] dle Véty .3.4, existuje ¢ € [a, b] spliiujic

b

o f(0)g(x)dx

flo)= f,,—
[, g(x)dx

Tim je dtikaz dokoncen. ]

7.4.13. Véta (druha véta o stredni hodnoté¢). Nechta,b € R a necht a < b. Necht
S je spojita funkce na [a,b], g je monoténni a spojita na [a, b]. Potom existuje
¢ € [a, b] takové, Ze

b c b
[ s dr=g@ [ rodvrew) [ rewdn a3
a a c
Diikaz. Predpokladejme opét, ze g je nezaporna a nerostouci. Nalezneme-li totiz

bod ¢ pro funkci —g ¢i g 4 C, pak takové ¢ vyhovuje i .
Definujme

y b
o) = g(a) / £ di + g(b) / F0)di. v e fa.bl.
a y
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Potom lze funkci ¢ vyjadrit jako

y b
() = (g(a) — g(b)) / £y di + () / F)di. v € a.b].

Pak je funkce ¢ spojita na [a, b] (Véta , a tedy existuji body y1,y2 € [a,b]

takové, Ze

e(y1) = max ¢(y) a ¢(y2) = min_¢(y).
ye€la,b] yé€la,b]

Uvazujme spojitou nezapornou nerostouci funkei
Vv(t) =g()—gb), tela,b]
Lemma pak dava

b b b
/ F(Og(0) di — g(b) / £()di = / FOP @) dr

=V sup [ f(s)ds

t€la,b]/a
~ (8@ - g®) max / £(s)ds.

z ¢ehoz dostavame

b t b
[ s dr = @ - o) max [ o ds e [ o

t b
= max ((g(a) —g()) /a f(s)ds + g(b) /a S dt)
= o).

Obdobné obdrzime z Lemmatu
b
/ £ di = o(ys).

Spojita funkce ¢ tedy musiv néjakém bodé ¢ € [a, b] nabyvat hodnoty fab f()g@)dt
(Véta , a tedy

b c b
/ Fg(@)dr = p(c) = g(a) / £ de + g(b) / @y dr.

7.4.14. Poznamka. Véta nabiz{ alternativni ditkaz Véty 7.4.§. Mé&jme totiz
f.g. F, H jako v dtikazu Véty [.4.8. V piipad¢ tvrzeni (a) najdeme pro dané ¢ € R,
e > 0, kladné § € R takové, Ze

Vx,y € P_(b,8): |F(x)— F(y)| <e.
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Necht g je omezena konstantou C. Vezméme x,y € P_(b,§), x < y. Atc € [x,y]
splnuje

y c y
/ F0)g@)dr = g(x) / £ di + g() / £(0)dr. (7.35)

Pak pro tato x, y mame

|H(x) — H(y)| =

y c y
[ s =‘g(x) [ rwd+eo [* o

/:f(l)dt /cyf(t)dt

= C|F(e) = F)| + C [F(y) = F(©)|
<2Ces.

<C +C

Tedy H ma v b zleva vlastni limitu a fg € N(a,b).

V Pripadé tvrzeni (b) Véty (b), necht C omezuje F a |g(x)| < e prox €
P_(b,8). Nechtx,y € P_(b,8),x < y. Najdeme bod ¢ € [x, y] spliiujici (7.35). Pak
mame odhad

|H(x) — H(y)| =

y c y
/ F(g(®) =’g(x) / £ di + 20 / £(0) de

c y
[ f()dr / f()de
=¢e|F(c) = F(x)[+¢|F(y) — F(c)|

<4Ce.

<e¢ + ¢

Dukaz pak dokon¢ime jako vyse.

7.5. Aplikace urcitého integralu

7.5.1. Véta (Integralni kritérium). Necht f je nezaporna nerostouci spojita funkce
na [ng, 00), kde ng € N. Necht pro posloupnost {a,} plati a, = f(n),n > ny. Pak
> me; an konverguje prave tehdy, kdyz fno(;) f(x) dx konverguje.

Ditkaz. Uvazujmen; € N,ny > ngadéleni D = {ng,no+1,...,n;—1,n;} intervalu
[n9,n1]. Funkce f je nerostouci, a tedy

ni—1

E(f,D):ano‘i‘““i‘anl—l = Zai’

i=ng

ni
S(fiD) = angs1+ - +an, = Y a.

i=ngp+1
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Protoze je f spojita na [ng,n1], plati

3 az—S(fD)<(R)/ f) d

i=np+1

= (V) / f(x)dx = (R) / £(x) dx

n;—1

- Y a

i=ng

Predpokladejme nyni, ze fno(? f(x) dx konverguje. Pak je funkce

F(x) = / f@)de, te€lng,o00)
no
primitivn{ k f na (19, ), a tedy pro kazdé ny > no mame z ({7.36)

/mf(x)dxz 1i)m F(x)— F(ng) = li_)m F(x)

0

= hm/ f@)de > hrn Z a;

z =np+1
S w
i=no+1
Proto Y72, 1, ai konverguje, a tedy i Y ;2 a; konverguje.
Obréceng, jestlize Y 72 a; konverguje pak pro ( - dava

Z a; = nll)ngo Z a; > limsup f(t) de

—
i =hno i =no n—0o0 no

= lim sup F(x).

X—>00

(7.36)

(7.37)

Protoze je f nezaporna, je F neklesajici. Tedy limita F v nekone¢nu existuje a pod-

le je vlastni. Tedy foo f(t) dt konverguje.
7.5.2. Piiklad. Ukazte, ze fada Y o2

o Togn diverguje.

Reseni. Poloyme f(x) =
na [2, 00). Protoze

/ f(x)dx = / ldt = [logt]fy,, = 00,
2 log2 ! 8

og?2

1
xlogx?

rada
o0

Z nlogn - Z S

n=2

x € [2,00). Pak f je nezaporna spojita a nerostouci
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diverguje podle Véty . ry

7.5.3. Véta (Zbytek Taylorova polynomu v integralnim tvaru). Necht a,x € R,
a < x a funkce f mé v kazdém bodé¢ intervalu [a, x] vlastni (n + 1)-ni derivaci. Pak

J0 -1 = [T - (7.38)
e n!

Diikaz. Budeme postupovat matematickou indukei podle n € N.
Pro n = 0 mame

FO) =TS0 = f(x) — fa) = [ £ dr,
tedy pron =0 plati.

Predpokladejme nyni platnost tvrzeni pron € N a dokazme ho pro n + 1. M¢&j-
me tedy (n + 2)-krat diferencovatelnou funkci f na intervalu [a, x]. Pak je funkce
FEED @) (x —1)" spojita na [a, x], a proto mtizeme pomoci per partes (Véta 7.3.14)
pocitat

X 1
/ T l)!f(n+2)(t)(x _ Z)n+1 dr

— |:(n _|1_ 1)!f(n+l)(l‘)(x _ t)n+1]

S
_/ mf(n+l)(t)(n+1)(X—l)"(—1)dt

= @ i 1)!f(”'H)(a)(x —a)" —i—/
= @G =+ £~ T

= f(0) = T/ (x).

Tim je dtikaz proveden. [ |

%f("“)(t)(x —0)"dr

7.5.4. Definice. K¥ivkou budeme rozumét zobrazeni ¢ : [a,b] - R” (n € N,
a,b € R,a < b) takové, ze ¢ = (¢1,...,¢n) je tFidy C', tj. ¢/ jsou spojité na [a, ],
pricemz v krajnich bodech [a, b] uvazujeme prislusnou jednostrannou derivaci. Ge-
ometrickym obrazem kfivky ¢ rozumime mnozinu (¢) = ¢([a,b]) C R".

7.5.5. Priklady. (a) Jednotkovou kruznici v roviné lze vyjadrit kiivkou ¢(t) =
(cost,sint), t € [0,27x].

(b) Graf funkce f naintervalu je kiivkou popsanou zobrazenim ¢(t) = [t, f(¢)],
t €la,b].

(c) Geometricky obraz kiivky lze ¢asto parametrizovat riznymi zobrazenimi
¢, napiiklad graf funkce f(x) = x3,xe [—1, 1] 1ze popsat také jako (1) = (13,1?),
t e[-1,1].
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7.5.6. Definice. Necht ¢ : [a,b] — R" ke kiivka. Jeji délkou rozumime hodnotu
L(p) = sup{L(¢, D); D déleni intervalu [a, b]},
kde pro déleni D = {x;}7_, definujeme
n
L(g. D) =) llp(xi-1) = p(x)].

i=1

7.5.7. Definice. Nechta,b € R*,a <ba f: [a,b] - R” je takova, ze pro kazdé
iefl,..., n}je fi € N(a,b). Potom definujeme

b b b
) [ ferdx = ((N) [ Awde . [ g dx) .
Obdobné¢ definujeme (R) fab f(x)dxproa,b e R,a <ba f:[a,b] - R" je takova,

ze pro kazdéi e {l1,..., n}je fi € R(a,b)
7.5.8. Lemma. Nechta,h e R,a <b,a f = (f1...., Jn) [a,b] — R” je spojita.

Pak
b
/ f(t)dt

Ditkaz. Funkce t +— || f(t)| je spojita na [a,b], a proto fab | f()|l dt konverguje.

Polozme

b b b
[/ A@dr.... / futydr]| < / If@Ol d. (7.39)

b b
y:[/ fl(t)dt»,/ fn(t)dl]eRn

Pak mame z Cauchyovy-Schwarzovy nerovnosti

n n b
2 =32 = Zyi/ fi@) dr
i=1 i=1

/a(zyzfl(t) dz</ \/Z% X;Jﬁz(t))dt

- / IO de = Iyl / 1O dr.

Pokud y = 0, zjevné plati. Pokud [|y|| > 0, pravé provedeny vypocet dava
@39. u

7.5.9.Véta. Necht ¢ = (¢1,....¢n) : [a,b] = R” je kiivka. Pak plati

b
L) = [ o+ gord.



7.5. APLIKACE URCITEHO INTEGRALU 67

Ditkaz. M¢éjme libovolné déleni D = {x; }5?20 dano. Pak plati diky Lemmatu
k k
2 le@) —ewi-n] =3
j=1

[xj @' (t)dr
j=1|"Xi—-1
ko rx) b
< @' (1)) dt = @' ()| dr.
b /x“ ool dr= [ ¢l

Odtud plyne L(g) < [ ¢/ (0)] dt.

Abychom dokazali obracenou nerovnost, zvolme ¢ € R, ¢ > 0. Ponévadz jsou
¢! stejnomérné spojité na [a, b] (viz Véta ), existuje § € R, § > 0, takové, ze
pro kazdéi e {1,...,n} plati

E.

Necht nyni D = {x; }}Czoje déleni [a, b] splnujici v(D) < §. Potom prot € [x;_1, x;]
plati |¢' ()] < ||<p’(x_,~)|| + ¢. Dostavame tedy

Vst € [a,b].|s—t] <8 :|¢j(t) —g(s)] <

/,j le' @] dt —eCxj —xj-1) < ¢ G| (x5 = xj-1)

J—1

/ " W0+ 0 () - 0) dr

J—1

/ " di
Xj—1

< |e(xj) —o(xj—) | + e(x; — xj-1).

< + / ' (@' (xj) —¢'(1)) dt

J—1

Dostavame tedy

b k
[ ool dr = 3 o) - o] + 250 - @) < L) + 2606 - a).
a i=1

Protoze ¢ bylo voleno libovolné, dostavame fab le’ ()] dt < L(g). ]
7.5.10. Priklad. (@) Je-lig(t) = [cost,sint], t € [0,2n], pak
2r 2n
L(p) = V(=sin1)? + (cost)2dt = / 1dt =27,
0 0

(b) Je-li f spojité diferencovatelna funkce na [a, b], pak parametrizace jejitho
grafu pomoci ¢(t) = [t, f(¢)], t € [a,b], dava, ze délka grafu funkce f je

rovna fab VI+(f(1))2de.
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7.6. Teoretické priklady na integral

7.6.1. Lemma. Necht I je otevieny interval, f € ¥ (/) a ¢ je konstantni nulova
funkce na intervalu 7. Ozna¢me A = f + konst([).

(@) Necht c € R. Pak plati
_JA,  pokudc #0,
) ol pokud ¢ = 0.

(b) Plati A + konst(I) = A.
(c) Nechtaj,a, € R. Pak plati

cA

(a1 +az)A, pokuda; +ax #0,
a1A + arA = { konst(]), pokuda; +a> =0aa; #0,
{p}, pokud a; =a, = 0.
Diikaz. Tvrzeni (a) a (b) ithned plynou z definice.
(c) Pripaday +ay # 0. Necht fi, f> € A. Nalezneme ¢y, ¢, € R takova, ze pro kazdé
x €1 plati fi(x) = f(x) +c1a f2(x) = f(x) + c2. Pak pro kazdé x € I plati
ay f1(x) + az f2(x) = (a1 + a2) f(x) + aic1 + azcz

= (a1 + a2) - (f(x) + M),

ap +ap
Odtud jiz snadno plyne, Ze a; fi + az f> € (a1 + a2) A.
Nyni predpokladejme, ze g € (a; + a2)A. Nalezneme ¢ € R takové, Ze pro
kazdé x € I plati g(x) = (a1 + a2)(f(x) + ¢). Pak pro kazdé x € I plati
g(x) = a1(f(x) +¢) + ax(f(x) +¢).
Odtud plyne g € a1 4 + a2 A. Tim je pozadovana rovnost dokazana.
Pripad ay + a = 0,a; # 0. Necht fi, f> € A. Nalezneme ¢, c> € R takova, ze pro
kazdé x € I plati fi(x) = f(x)+c1a fa(x) = f(x)+c2. Pak pro kazdé x € I plati
ay f1(x) +az fa(x) = a1(f(x) + c1) + a2(f(x) + ¢2)
= (a1 +a2) f(x) + aic1 + azcx = ajcy + aszes.
Funkce a; fi+a f2 je tedy naintervalu 7 konstantni, nebolia; f1+ax f> € konst(I).
Necht g € konst(I). PoloZzme f; = f—i—%g af,= f.Potoma; fi+arfo =g,
atedy g € a1 A + aA. Tim je pozadovany vztah dokazan.
Pripad ay = a> = 0. Tvrzeni je zfejmé. ]
7.6.2. Priklad. Definujme funkei f : [0, 1] — [0, 1]

0, pokud x je iracionalni,

f(x): 1

2+ pokudx = g, p,q € N nesoudélné.

Ukazte, ze f nema primitivni funkci na Zadném intervalu (a, b) € [0, 1] a (R) /01 f(x)dx =
0.
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Reseni. Je-li (a,b) C [0, 1] libovolny interval, vezmeme racionalni ¢islo tvaru g, D.q
nesoud¢Iné, lezici v intervalu (a, b). Pak funkce f nenabyva na (a,b) Zadnych ira-
ciondlnich hodnot v intervalu (0, 1), a tedy nema na (a, b) Darbouxovu vlastnost.
q . .. .
Proto dle Véty nema na (a, b) primitivni funkci.
Ukazme nyni, ze (R) fol f(x)dx = 0. K tomuto tcelu postaci ukazat, ze pro
dané e € R, & > 0, existuje déleni D intervalu [0, 1] spliujici S(f, D) < e. Pak totiz

0<S(f.D)<S(f.D)<e
a (R) [ f(x)dx = 0dle Véty [f.2.15.

Najdéme nyni takové déleni. Mnozina
M ={x€l0,1]; f(x) > ¢}

je kone¢na. Lze proto najit navzajem se neprotinajici intervaly Iy, ..., I, takové,
ze Y i 1 |Iil < eaM C ;e Ii- Necht D sestava z krajnich bodt intervald I;,
i =1,...,n,s eventualné pridanymi body 0 a 1. Pak pro interval I z D rizny od
Ij,... I, plati sup, f <. Tedy

n

S(f,D) = Z(sl;p RIEY (sn;p £

i=1 i T¢{I1,eln}
n

=S il +e > | =2e
i=1 I1¢{I,....1n}

»

7.6.3. Piiklad. Necht f je spojita funkce na otevieném omezeném intervalu (a, b).
Ukazte, Ze f je stejnomérné spojitd na (a, b) pravé tehdy, kdyz existuji vlastni limity
v krajnich bodech (a, b).

Reseni. Ma-li f vlastni limity v krajnich bodech intervalu (a, b), mizeme definovat
F:la,b] — R jako

limy ., f(y), x=a,
F(x)=1{ f(x), x € (a,b),

lim,,,_ f(y), x=0b.
Pak F je na [a, b] spojit4, a tedy i stejnomérné spojitd (vizte Vétu [.2.19). Tedy f
je stejnomérné spojita na (a, b).

Obraceng, je-li f stejnomérné spojita na (a, b), splnuje v obou krajnich bodech

Bolzanovu-Cauchyovu podminku (Véta . To ovéiime takto. Necht ¢ € R,
e > 0, je dano. Najdeme § € R, § > 0, dle definice stejnomérné spojitosti, tj.

Vx.yel:(x—yl <8 = [f(x) = f)] <e).

Tedy pro x,y € Py (a,8) mame | f(x)— f(y)| < &, coz jsme potiebovali dokazat. &
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7.6.4. Priklad. Necht f, g € R(a,b). Pak funkce
x = f(x)g(x), x = max{f(x),g(x)} ax = min{f(x), g(x)}
lezi v R(a,b).
Resent. Jelikoz maximum i minimum dvou omezenych funkcf je funkce omezené a

maxd £(x). g(x)) = 280 1) — ()]

2 2
min{ /(). gx)} = L& ; gx)  |f(x) - sl

jsou funkce x — max{ f(x), g(x)}, x = min{ f(x), g(x)} riemannovsky integrova-
telné dle Véty ??(a).

Obratme nyni nasi pozornost k sou¢inu fg. Protoze fg = 1 ((f + g)*> — f?),
sta¢i dokazat integrovatelnost /2 pro f € R(a.,b). Mé&me tedy funkci f € R(a, b).
Pak /2 je omezena funkce diky omezenosti f. Je-li ¢ konstanta, plati f2 = (f +
¢)* — ¢ —2cf, a tedy stadi uvazovat nezapornou funkei f. Necht tedy f je neza-
porna a omezena ¢islem M. Pro ¢ € R, ¢ > 0, najdeme déleni D intervalu [a, b]
takové, ze S(f. D) — S(f. D) < ¢ (viz Véta . Necht D znadi mnozZinu inter-
valti v déleni D.

Protoze pro mnozinu A4 nezapornych ¢isel plati

2 ) .
sup A% = sup{xz; x e A} = (sup A) a infA? = (lan)z,
mame pro mnozinu A sestavajici z nezapornych ¢isel a omezenou ¢islem M odhad

sup A% — inf A> = (sup A)> — (inf 4)?

. . ) (7.40)
= (sup A —inf A)(sup A + inf A) < 2M(sup A —inf A).
Pouzitim dostavame
T £2 2 _ 2 _ o2,
S(f%.0)=8(f%.0) = (sup /> ~inf £2) - |1
I1€D
< Z2M(51;pf—11;1ff>-|1| <2Me.
I1€eD
Tedy f? je riemannovsky integrovatelné dle Véty . ¥

7.6.5. Priklad. Necht f: [a,b] — R je riemannovsky integrovatelna kladna funkce
na [a, b]. Pak (R) [” f(x)dx > 0.

Reseni. Dikaz provedeme sporem. Predpokladejme, ze f(x) > 0 pro kazdé x €

[a, b] a pritom (R) fab f(x) dx = 0. Zkonstruujeme nedegenerované intervaly [a,, b,] C
[a,b], n € N, takové, ze pro kazdé n € N plati

@) [an+1.bn+1] C lan,bn] C [a,b],
(b) 0<b, —a, <1

= n»

(© supy, p,f = L
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Induktioni konstrukce. Pripad n = 1. Nalezneme déleni D = {x;}7*, intervalu [a, D]
spltiujici v(D) < 1a S(f, D) < b — a. Potom existuje iy € {1,...,m} takové, ze
SUP[.. | 1] f < 1. Kdyby tomu tak nebylo, platilo by

p—1>*i1p

m m
b—a>S(f.D)= Z sup  f-(xi—xi—1) > Z(xi —Xxi—1) =b—a,
i=1[xi—1.xi] i=1
coz je spor. Mtizeme tedy polozit a; = x;,—1 a by = x;,.
Predpokladejme nyni, Ze pro néjaké n € N mame zkonstruovan interval [a,., by].
Protoze plati podle Véty

b an bn b
0=[ f(x)dx=/ fx)dx + f(x)dx—i—/b f(x)dx

an
a cleny na pravé strané jsou nezaporné (vizte Vétu ), mame

b’l
f(x)dx =0.

an

Vezméme déleni D intervalu [ay, by] takové, Zze S(f, D) < bzl‘i” . Protoze Sl(f, D) >

S(f. D) pro kazdé jemnéjsi déleni D', mizeme piedpokladat, ze v(D) < ;35. Z de-
finice S(f, D) plyne, ze alespon na jednom intervalu ur¢eném délenim D je supre-
mum funkce f mensi nez nlﬁ Tento interval oznac¢ime jako [a,41,buy1], ¢ImzZ je
konstrukce provedena.

Piiklad ?? nyni dava, Ze existuje bod x € ;2 [an, bx]. Pro n¢j pak plati

1
VneN: f(x) < sup f <-—,
[an bn] n
a tedy f(x) = 0. To je viak spor s pfedpokladem. *
7.6.6. Priklad. Ukazte, Ze
3 E] no2k —1
[ sinznxdx:/ cosz”xdx=£l_[ ,
0 0 2 2k
k=1
/2 sin?" ™ x dx = /2 cos?"tl xdx = l_[ —_
0 0 falie 2k + 1

v . l . Ve ‘v
Reseni. Odvodime rekurentni formuli pro f,? sin” x dx. Integraci per partes totiz
dostavame pron > 2

/sin" xdx = / sin” ! x sinx dx
= —sin" ' x cosx + /(n — 1) sin" "2 x cos? x dx

= —sin" ! xcosx + /(n — 1) sin""% x(1 — sin® x) dx.
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Tedy
cn [ n—1 n—1 s n—2
sin” xdx = ——sin"" " xcosx + —— [ sin” “ x dx.
n n
Proto
% n—1 %
/ sin” x dx = / sin” 2 x dx.
0 n 0
Protoze
P P
2 T 2 .
/ ldx=~= a / sinxdx =1,
0 2 0
mame

3 "2k —1
/ sin?” x dx = EH—,
0 210 2%

Zavérem pouzijeme substituci t = 7 — x k odvozeni

T T

2 2
/ sin” x dx = / cos” x dx.
0 0

7.6.7. Priklad (Wallisova formule). Ukazte, Ze

T " 2k 2%
—_——= 1. S .
2 ninéolglzk—lzk+1

Resent. Diky Piikladu méme

P n
2 T 2k — 1
S — - 2n - ,
/0 sin“” x dx 5 1—[ %
k=1
L 2n+1 - 2k
Cn=/0 sin xdx:kli[l%_i_l.

Tedy dostavame

o

n n
1 2k Sy 2k 2k
—_ =5 = .
2 "]EZk—l ,,kl:[l2k—12k+1

Povs$imnéme si, ze pron € N plati

2n+2 2n+1 2n—

0 < sin X < sin x < sin?" x < sin

a tedy dle Pikladu

1 b4
) eO’_a
v re0l)

0< Sn+1 = Cn = Sn = Cn—l-

(7.41)
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Tim padem mame

%}

2n+1_Cn_1>_,,>S,,+1_ n

2n c, —C,~ S, n+1

Limitnim prechodem v ([7.41) mame pozadovanou rovnost

T . " 2k 2k
2 _nhlgo]}:[l 2k —12k + 1
&
7.6.8. Priklad (Stirlingtivd vzorec). Ukaste, 7e
i n! !
m —— = 1.
n—o0o \/2mrn (%)n
Reseni. Pron € N oznaéme
n!
ap = — a b, =loga,.
Vo (2" i
Pak plati pron € N
1
by — bur = (1 + 1) log : Y (7.42)

Protoze dle Prikladu ?? plati

Dosazenim do dostaneme

n+1 o~ | Ly
n—bnt1 = (n + 3)log . ];zk+1(2n+l)

Tedy je posloupnost {b, } klesajici. Dale dostavame odhad

o0

P <Z( 1 )" 1 1 11
n — Dn+1 s = > T =7 .
= 2n+1) 2n +1) 1—m dnn+1)

2James Stirling (1692—1770)
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Tim padem obdrzime

n—1 n—1
1 1
bi—bp= (b —bep1) <~ Y
1 k=1(k k+1)_4k=1 KT D

1”‘1(1 1 ) 1
=- ) <,
4=\k k+1)~ 4

coz znamena, ze b, > b; — %. Tedy posloupnost {b,}, jakozto klesajici a zdola
omezend, konverguj k néjakému ¢islu b. Z toho mame konvergenci posloupnosti
{an}, nebot

lim a, = lim &% = ¢°.
n—>oo n—>oo
Oznadime C = eb a spoctéme jeji hodnotu. Protoze vime z Prikladu , ze
n 4 4
L~ lim 1—[ 2k 2k ~ lim 24 (n!) ,
2 oo 2k —12k+1 n—>oo (2n)1)2(2n + 1)
dostavame s pouzitim lima, = C vztah
4n 4 2 4n
Lo = fim — 2 "anCm)” (¢) = lim IR P
2 "0 (azy)?4n (27")4’1 Qn+1) 7= (@a)?n2n+1) 2
Protoze C > 0, dostavame C = /7 a Stirlingova formule je odvozena. *

7.6.9. Priklad (Laplacetiv-Gaussuv integral). Ukazte, Ze

/ e dx = ﬁ
0 2

Reseni. Pro kazdén € N plati po substituci x = sin¢
! 5 2.4...2n
1—x?)"dx = in?"tlydr = ——— = 7.43
/0( x“)" dx [0 sin 3@t ( )

podle Prikladu [.6.6. Dale pron € N, n > 1, plati diky substituci x = tgt a opét
diky Piikladu [7.6.6

T T

o0 1 rid .
/ m - /2 cos*"tcos *tdt = /2 cos?" 2 dr
0 T ° 7.44

2.4---2n—2)2°
Dile plati

l—y<e” =

Ty y € [0, 00). (7.45)

Oznadéime-li totiz

p1(y)=er—=1+y, p)=1-00+ye”, yel0,00),
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pak
¢1(0) = 2(0) =0

p1(y)=1-¢e7>0, ¢5(y)=ye” >0, ye(000).

Ob¢ funkce j jsou tedy rostouci na [0, 00) (viz Véta , a proto nezaporné na
(0, 00). Odtud j le plyne (7.45 -)

Z ([7.45) mame

(1—x2)"<e™™ xe(0.1),

e ¥ x € (0, 00).

(ESaT

1 1 o) o] 1
1—x2"dx§/ e_”xzdxfj e_"xzdxff —d
/0( ) 0 0 o (T+xm

Substituci ¢ = x4/n dostaneme

ﬁ/()l(l—xz)”dxf/o ’dt<\/_/

Tedy

x2)n
Z rovnosti (7.43) a obdrzime
2:4...2n o0 2 13'(2}'1—3)77
- = < “dr < - 7.46
ﬁ1-3---(2n+1)_/0 ¢ _ﬁ2-4-~-(2n—2)2 (7.46)

Spoc¢téme nyni limity krajnich vyrazi v () Pouzitim Stirlingovy formule

mame

--2n . A/n2%(n))?
1 Lt yre U
nHE‘of (2n T = Jim, @n + 1)!
a2
; ﬁ( 2 (2)')
= lim
o0 [aw(2n + 1) (22L)>"
2wna/n2?"n*"e
= lim
n—>oco  [Dx(2n + 1)(2n + 1)2n+!
, 2mn/nn*"e
= lim
n—oo +1 ny 2
V27 (2n + 1) ((”TZ) )
V2w e
23/2 (e2)2
Jr

7
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Z tohoto vzorce pak dostavame
. 1-3---2n—-3)n
1 A G
S a2 2
) 1-3---2n—-3)2n—1)2n + 1) T
= lim +/n
n00 2-4---(2n—2)(2n) 2021 + 1)
) Jnr o (2n +1)!
= lim
n—o00 2(2n + 1) 227(n!)2
) nmw 2n + 1)!
= lim
n—o0 2(2n + 1) /n227(n!)2
2
4

Tedy z Véty mame limitnim prechodem v

/ e dx = ﬁ
o 2

ME

7.6.10. Priklad. Ukazte, ze ¢islo 7 je iracionalni.

Ditkaz. Predpokladejme, ze 7 = 5 pro néjakd a,b € N. Pron € N definujme
polynomy

f(x) = lx”(a —bx)" = 1 z": )k bk
= = ,

n! ! k
k=0

F@) = f(0) = fP@) + [P =+ )" ),

Vsimnéme si, ze n! f(x) ma celé koeficenty a ¢leny u x maji stupen alespon n. Proto

£(0), fD0),..., F@M(0) € Z. (7.47)
Protoze f(x) = f(3 —x) = f(m —x), plati téz
f), fO@)..... [ () e Z. (7.48)

Protoze f@"*2)(x) = 0, odvodime
(F'(x)sinx — F(x)cosx) = F"(x)sinx + F(x)sinx = f(x)sinx.
Tedy
/‘ﬂ f(x)sinxdx = [F’(x) sinx — F(x) cosx] = F(x) + F(0).

0
Diky @ » @) plac
/ f(x)sinxdx = F(x) + F(0) € Z.
0
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Ale mame

1
0< f(x)sinx < —'(n”a”),
n!
a tedy dle Piikladu plati
r 1
0< / f(x)sinxdx < wr—(x"a").
0 n!
Pro dostatecné velké n € N je tedy
/ f(x)sinx € NN (0,1),
0
COZ je Spor. ]

7.6.11. Priklad. Necht f je suda funkce a [-a,a] C D(f). Pokud f € R(—a,a)
(resp. f € N(—a,a)), pak

(R)[ f(x)dx =2(R)/0 f(x)dx (resp. (N)/; f(x)dx =2(N)/‘0 f(x)dx).

Necht f jelichafunkcea[—a,a] C D(f). Pokud f € R(—a,a) (resp. f € N(—a.a)),
pak

(R) /_ f@dx =0 (resp.(N) | f(x)dx =0).

Reseni. Pro newtonovsky integrovatelné funkee tvrzeni snadno plyne z Véty o sub-
stituci , nebot substituci x = —t dostaneme pro sudou funkci rovnost

W [ rwa=m [ o [* e
— [ rendaem [T o
—w [ rode o [ o
=29 [ s ds,

pro lichou pak
a 0 a
) [ rwde=) [ feder ) [ reds
- (V) /O Fenydi + (V) [0 £ di

= - d ’ d
(N)/O f@) l—i—(N)/0 f@)de
:0.
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Necht f je nynisuda funkce riemannovsky integrovatelnana [—a, a]. Pron € N
uvazujme déleni D, = {£2}"_  a D; = {—a + £2}"_,. Diky Diisledku plati
0 a
f(x)dx = lim S(£.D;) a / f(x)dx = lim S(f,D;).
—a n—00 0 n—o00

Vzhledem k sudosti funkce f plati S(f, D;;) = S(f. D;}) pro kazdé n € N, a tedy

dostavame

a 0 a
® [ swds=® [ reds+® [ reods

0 a
= f(x)dx-i—/ f(x)dx
—a 0
= lim S(£.D;) + lim S(f.D;)
= 2nli>rgo§(ﬂ D
=2/0 f(x)dx:Z-(R)[O f(x)dx.

Je-li funkee f licha, plati pro vy3e uvazovana déleni D, a D, vztah S(f, D;}) =
—S(f, D;;). Tim padem mame

a 0 a
® [ rodr=@ [ s m [ o ds

0 @
f(x)dx + / f(x)dx
—a 0
= lim S(£.D;)+ lim S(f.D;)
=— lim S(f.D,") + lim S(f.D;)
=0.
Tim je dtikaz dokoncen. ry

7.6.12. Priklad. Necht p € R a f je p-periodicka funkce.

(a) Nechtjsou intervaly [a,b] a[a+ p, b+ p] obsazenyv D(f)a f je rieman-
novsky integrovatelna funkce na [a, b]. Pak je riemannovsky integrovatel-

nana(a+ p.b+ p)aplat (R) [277 f(x)dx = (R) [ f(x)dx.

(b) Necht jsou intervaly (a,b) a (a + p.b + p) obsazeny v D(f) a f je new-
tonovsky integrovatelna funkce na (a, b). Pak je newtonovsky integrova-

telnd na (a + p.b + p) a plati (N) fab:;’ f(x)dx = (N) f: f(x)dx.

Resend. (a) Necht {D,} je posloupnost délent intervalu [a, b] takovd, Ze v(Dy) — 0.
Pro kazdé n € N uvazujme déleni D, intervalu [a + p,b + p], které vznikne
z D, prictenim p k délicim bodtm déleni D,. Jelikoz je f p-periodicka, plati



7.6. TEORETICKE PRIKLADY NA INTEGRAL 79

S(0f.Dy) = S(0.f: Dn) 2 S(0).f. Dy) = S(().f. Dn). Tedy existuje (R) fb+p f(x)dx
a plati pro n¢j
b+p o o b
(R)/ f(x)dx = lim S(f,D,) = lim S(f,Dn)z(R)/ f(x)dx.
a+p n—oo n—oo a
(b) Necht F je primitivni funkce k f na (a, b). Pak je funkce

G(x)=F(x—-p), xe(@a+pb+p),

primitivni k f na (a + p.b + p). Vskutku, pro x € (a + p.b + p) plat
G'(x)=F'(x—p) = flx—p) = fx).

Jelikoz mame

G2 = lim Gxx)— i G

[ (X)]a+p x—>(11)r-{-lp)_ (X) x—>(clzr-Ep)+ (X)
= i Fix—p)— 1 F(x —
oty PO = g, Fe=p)
= hril F(x)— hm F(x) = [F(x)]la’,
X—>0—

plati
b+p b
(V) / _ fde=) [ £(x) dx.

&»

7.6.13. Priklad. Ukazte, Ze soucin dvou riemannovsky integrovatelnych funkci na
omezeném uzavieném intervaly je opét riemannovsky integrovatelna funkce. Déle
najdéte prlklad newtonovsky integrovatelné funkce na otevieném intervalu, jejiz
druha mocnina neni newtonovsky integrovatelna.

Resend. M¢éjme f, g € R(a,b). Protoze
1
Je=5 (U +e’ ==&,

sta¢i dokézat, ze f2 € R(a,b) pro f € R(a,b). Jelikoz je riemannovsky intergova-
telna funkce omezenad, lze prictenim vhodné konstanty ¢ € R zaridit, ze f + ¢ je
nezaporna. Pak ale
fP=(f+c)=c*=2cf
je v R(a,b), pokud f + ¢ € R(a,b). Lze tedy predpokladat, ze f je nezaporna
riemannovsky integrovatelnd funcke na [a,b]. Nasim cilem je dokazat, ze f? €
R(a,b).
Nejprve si rozmysleme, ze pro omezenou A C [0, oo) plati

(sup A)> = sup{a®; a € A} a (infA)* = inf{a?; a € A}. (7.49)
Z nerovnosti (sup A)? > a?, a € A, je totiz patrné, Ze (sup A)? > sup{a?; a € A}.
Mame-li £(0, 00) dano, najdeme a € A takové, ze @ > sup A —¢. Pak

sup{az; acA}>(a)?*> (sup A)? —&(2 sup 4 — ¢).
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Tedy dostavame i opacnou nerovnost pro prvni tvrzeni. Druhé se dokaze obdobn¢.
M¢éjme nyni ¢ € R, ¢ > 0, libovolné. Podle Véty m najdeme déleni D =
{xi}7_, intervalu [a, b] takové, ze
S(f,D)-S(f.D) <e.
Necht M € R omezuje f na [a, b]. Pak mame z

F(fz,D)—g(fz,D)=Z( sup f?— inf f2) (¥ = Xi—1)

i=1 \[xi.xi—1] [xi>Xi—1

_Z<( sup f)z—( inf f))(xi—xi—l)

i=1 [xi,xi—1] lll

_Z<( sup f— inf f)( sup f+[ inf f))(x,—x, 1)

i=1 [x;,xi—1] X :Xi—1] [x;,xi 1] X Xi—1]
<2M Z ( sup f — inf f) (xi —xi—1)
[xi,xi 1] Lxixi—1]
<2M <2M (S(f.D) - S(f. D)) < 2Ms.
Véta [1.2.15 tik4, ze f2 € R(a,b).

Pro ditkaz druhé ¢asti tvrzeni staéf uvazovat funkci f(x) = f’ x € (0,1). Pak
feNO1),ale f2¢ N(0,1). *

7.6.14. Priklad. Najdéte priklad funkce f, ktera ma primitivni funkci na intervalu
(=1,1), ale | f| ani f? primitivni funkci na (—1, 1) nema.

Reseni. Uvazujme funkci

Flo) = % xcos(). x € (<1.1)\ {0}
0, x =0.
Pak
F(x) = {zx cos() + 3% sin(L), x € (=1,1)\ {0},
0, x =0.

Protoze je funkce

) 2x cos(x%), x € (—1,1)\ {0},
g = {0, x =0.

spojita na (—1, 1), ma zde primitivni funkci. Tedy i funkce

2 sin( %) x € (=1, 1)\ {0},
f) = g’ e
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ma primitivni funkci na (=1, 1). Ukazeme, ze

x € (=1, 1)\ {0},
x =0.

s1n(x3)

| f()] = §

primitivni funkci na (—1, 1) nema. Predpokladejme, ze G je primitivni funkce k | f|
na (—1, 1). Polozme

H(x) = (R)/_1 fOldr. x € (~1.0).

Pak podle Véty 1.2.28 je H dobte definovand funkce na (—1,0) a jeji derivace je
zde rovna | f]. Véta tedy dava existenci konstanty ¢ € R takové, ze H(x) =
G(x) + ¢, x € (—1,0). Pak tedy

lirg H(x) =G(0)+c

je vlastni. Ukazeme, ze tento fakt vede ke sporu. Pocitejme pomoci Véty o substi-
tuci ??

i e = i o [ &
= hm (N)/ dt

lim (N)/l }sint3| de

x—0—

1
lim (N)/X |sint3’ de
1

x—>04

(N)/ |sint3| de

o0 |smt|

= (N)
1 3;3

lsin¢|
Z(AO.A i dt = o0

(posledni rovnost plyne z Prikladu ) Tim jsme dostali kyZeny spor.
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Pro funkci f? postupujeme obdobné pomoci vypoctu
. X 5 _ . X l . l 2
xl_l)%l_(R) /;1 fo@) de —xl_l)l}r)l_(N)/_1 " 51n(t3) dr

-1
= lirgl (N)/1 t2(sint3)? dr

1
lim (N) f ¥ 2(sinr®)? dr
1

x—>04

(N) /loo t2(sint3)? dt

= l(N)/ sin? 7 dr dr
3 1

1 1. o0
=—|t—=sin2t)| = 0.
6 2 1
*

7.6.15. Priklad. Necht f: (0, 1] — R je monoténni spojitd funkce a necht konver-
guje (N) fy f(x)dx. Pak

R RN !
Jim 032 = [

Reseni. Bez ijmy na obecnosti miizeme predpokladat, ze f je nerostouci a neza-
. v 1\ k
porna. Oznac¢ime a, = 5 > ;- f(5),n € N. Pak

w=r =Y [5G
n k=1 n k=1 n n

n % 1
< f)dx = | f(x)dx,

a ted
Y 1
limsupa, 5/ f(x)dx.
0

n—>oo
Na druhou stranu mame odhady

[ roae=Y 7 rwar= [" reoder 3 [7 s
0 0 k=2""

k=1" n

" I, k-1 " I,k
= f(x)dX+;kX=;f(T)f i f(x)dX+;k§f(;)

:an—l—/ﬁf(x)dx.
0
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1
Jelikoz integral fol f(x)dx konverguje, plati limy—o [ f(x)dx = 0. (Vskutku,
je-li F primitivni funkce k f na (0, 1), pak

n—o00

1
lim / " fx)dx = lim [F)IF = 0.)
0 n—00
Dostdvame tak
1
/ f(x)dx <liminfa,.
0 n—>o00o
Plati tak fol f(x)dx = lim, 00 ayp. *

7.6.16. Priklad. Ukazte, ze

n—»oo n

5 v . ! ’
Reseni. Pro a, = 1/ % plati

! LS logk. nen
oga, = — o —, n )
san =, D los,

Pouzijeme-li predesly Priklad na funkcei f(x) = log x, dostaneme

1 1
lim loga, = / log x dx = [x log x]g —/ Idx =—1.
0 0

n—>o0
Ze spojitosti funkce exp tak mame

nli)rgloan = exp(—1).

7.7. Pocetni priklady na integral
Vypocet primitivni funkce. Jestlize v nize uvedenych pitikladech na urceni

primitivni funkce neni uveden interval, pak hledame primitivni funkci na vsech
maximalnich otevienych intervalech obsazenych v defini¢nim oboru integrandu.

(1-x)*
/ TS dx.

7.7.1. Priklad. Spoctéte
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Reseni. Diky Vét& ?? plati
y p

—x)3 _ _
(1—-x) d /1 3x +3x2—x3 d

xIx /x
/(\/1_ [+3J_ x/_)dx

c 1 9v/x2  9/x5 3%

£ _ — — , € (—00,0), x € (0, .
3 2 s g~ E(o00.xe.00
ry
7.7.2. Priklad. Spoctéte
/sin4xdx.
Resent. Jelikoz
1—0052x 1 1 1 2
sin x = :———cos2x+—cos 2x
4 2 4
_ ! 2% 4+ 4 Leosdr = 2% + L cos 4
=1 2cos X 3 8cos X = 3 2cos X 8cos X,
dostavame
. 3 1 . 1 .
/51n4xdx < Zx— Zsin2x + —sin4x, x €R.
8 4 32
Y

7.7.3. Priklad. Spoctéte

1
—_——dx.
/ sinh? x cosh? x

Reseni. Mame

1 cos? x — sinh? x 1 1
/ inh? x cosh? dx:[ inh? x cosh? dx:/ inh? dx_/ e
sinh” x cosh” x sinh” x cosh” x sinh” x cosh” x

—cotghx —tghx prox € (—00,0) a x € (0, 00).

7.7.4. Priklad. Spoctéte primitivni funkei k funkei arctg na intervalu (—oo, 00).
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Reésend. Polozime fx)y=1,Fx) =x,gx) = % a G(x) = arctgx pro x € R.
Potom je f spojita na R, a tedy podle Véty plati

/arctgx dx = fl-arctgx dx = [f(x)G(x) dx
= F(x)G(x)—/F(x)g(x) dx

x v
= x arctg x — f T dx (Véta [7.1.15)
1 2x .
= xarctgx — 5 f i dx (Véta [7.1.11)
= xarctgx — 2 log(1 + x?), x eR.
*
7.7.5. Priklad. Spoctéte
1 2
/ (—Og ") dx.
X
Resend. Pomoci Véty postupné odvodime
, 1 log” x log x
/log xx—zdxz— < +2/ 2 dx
log” 1
=87 +2(— o8> +/i2dx)
X X X
£ _l (logzx +2logx + 2) ., x €(0,00).
X
»

7.7.6. Priklad. Spoctéte

/ x? arccos x dx.
Resend. Dvojnasobbnym pouzitim Véty dostavame
3 3
X~ arccos x 1 X
2
x“arccosxdx = ——— 4+ — dx
/ 3 3) V1—x2
3
x> arccosx 1 ’
=———/x2(vl—x2> dx
3 3
x3arccosx  x%+/1 —x2

1
3 3 +§/2xv1—x2dx.

Pomoci substituce t = 1 — x? prevedeme posledni integral na hledani primitivni

funkce [ —+/t dt. Tedy
/2xvl —x2dx = —%(1 —x2)%, x € (—1,1),
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z ¢ehoz plyne zavér

arccos x dx = ——(1 —xz)%, x € (—1,1).

/‘ > ¢ x3arccosx xZV1—x2 2
x J—
3 3 9

7.7.7. Priklad. Spoctéte
/ sin(logx)dx a /cos(logx) dx.
Reéseni. Oznadime-li I; = [ sin(logx)dxal, = [ cos(logx) dx, pomoci Véty
dostavame pro x € (0, 00) rovnosti
I = xsin(logx) — I, a I, =xcos(logx)+ I.

Mnoziny I; a I jsou urc¢ené az na konstantu. Pouzitim Lemmatu mame po
dosazeni druhé rovnice do prvni a pfi¢teni /; rovnost

2I) = I, + 1, = xsin(log x)—x cos(log x) —I1 + I; = x sin(log x) —x cos(log x)+C
(C znaci mnozinu vsech konstantnich funkci na (0, 00)). Tedy

c 1 .
I = 3 (xsin(logx) — x cos(logx)), x € (0,00).

Obdobné odvodime vztah

I, = % (xsin(log x) + x cos(logx)), x € (0,00).

7.7.8. Priklad. Spoctéte
/(2x —3)10dyx
Reseni. Mame
/(2x —3)104dx = % /(2x —3)102dx.

Polozime-li ve VEt& PP (x) = 2x —3a f(t) = 1'%, mame [ f(¢)ds = l—llt“, t € R.
Tedy plati

1
/(Zx —3)l0 L 552 -3, xeR.

7.7.9. Priklad. Spoctéte

2x
/ ¢ dx.
14 e*
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Reseni. Zvolime substituci t = ¢(x) = e*, ¢imz tlohu prevedeme na vypocet
vy

t 1 c

prot € (—oo,—1)at € (—1,00). Proto

€2x ¢
/1+ —dx =e" —log(l +¢%), xeR.
e

7.7.10. Priklad. Spoctéte

1
/—dx.
1 4+ cosx

Reésend. Funkce h(x) = m je spojita na intervalech (—m +2km, w +2kn), k € Z,
a na téchto intervalech tedy budeme hledat jeji primitivni funkci. Plati

1 1—cosx 1 CcoSs X
/—dx:/de:/-z dx—/.2 dx.
1+ cosx sin” x sin” x sin” x

Pro prvni ¢len plati

1 c
[ ——dx = —cotgx, x € (kn,(k+1)m) prok € Z.
sin” x

V druhém ¢lenu pouzijeme Vétu P? pro funkci ¢(x) = sinx a f(t) = tiz Jelikoz
[f)=—1,te(—00,0)at € (0,00), plati
Cos X , c 1
/ dx = /f((p(x))(p (x)dx = oy x € (km,(k+ 1)) prok € Z.

sin? x

Polozime-li nyni
(x) = _C;)iflfcﬂ’ x € (—m, ) \ {0},
00, x =0,
dostaneme spojitou funkcina (=, ), ktera je dle ptedchozich vypocttia Véty
primitivni k 7 na (—m, ). Rozsifime-li g 27-periodicky na R \ {(2k 4+ D)7: k €
7}, z periodicity uvazovanych funkci plyne, ze g je primitivni k 2 na mnoziné
R\ {2k + 1)7; k € Z} (viz Piiklad [1.6.12) s

7.7.11. Priklad. Spoctéte
/ al dx
4+ x4

Reseni. Polozme ¢(x) = x2 prox eR,a f(t) = ﬁ prot € R. Potom
1 t

ff(l)dl=/mééarctg(§), t eR.

Protoze

x 1 2x 1 ,
[iimdi=s [ srade=5 [ feendedx
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dostavame podle Véty ??
X c 1 x?2
/mdx = Zarctg;, x € R.

7.7.12. Priklad. Spoctéte

1
———dx.

/ xv/x%—1
Reéseni. Polozme f(x) = ﬁ pro x € (—oo,—1) U (1, 00). Pfedpokladejme nej-
prve, ze x € (1,00). Potom plati

1 1
fx) = =
X

x2—1 2 [j_1

1

V112
f(x) = g(p(x)¢'(x), x € (1,00).
Protoze [ g(¢) dt < —arcsint, 1 € (—1,1), plati podle Véty
/f(x) dx = —arcsin (%) , x € (1,00).

Podobné odvodime, zZe

/ £(x)dx = arcsin (%) , X € (—o0,—1).

Polozme dale ¢(x) = % prox € (1,00) ag(t) = — prot € (—1,1). Potom

7.7.13. Priklad. Spoctéte

1
/ S S
xlog x loglog x

Reésend. Primitivni funkci budeme hledat na intervalech (1,e) a (e, 00). Polozme
f(x) = m a ¢(x) = loglogx pro x € (1,e). Potom ¢((1,e)) = (—0o0,0).
Definujme g(t) = % prot € (—oo,0). Potom

[ 10rdr = [ et d.

Protoze [ g(r)dt = log|t|, t € (—00,0), mame podle druhé véty o substituci (V¢-
ta [7.1.30)

f(x)dx = log [p(x)| = log|loglogx| , x€(l,e).
Obdobné¢ odvodime, Ze

/f(x) dx = log|loglog x

, x € (e,).
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/ tgx dx.

Resent. Polozme f(x) = tg(x)prox € (5 +kn, 5+ (k+ ), k € Z, p(x) = cosx
prox e Rag(t) = % prot € R\ {0}. Potom

/ F)dx = — / g ()¢ (x) dx.

7.7.14. Priklad. Spoctéte

Tedy

/f(x)dx = —loglcosx|, xe€ (% +kn,%+ (k + D), k € Z.

7.7.15. Priklad. Spoctéte

2%3%
/ Yy dx.

Reseni. Funkee h(x) = &2 je spojita funkce na R \ 0, kde tedy budeme hledat
funkei k ni primitivni. Plati

(3)°
h(x) = 32—, xeR\{0}.
(3) -1
Polozime-li p(x) = (3)*, x € R,a f(1) = 51,1 € R\ {~1.1}, plati
1

h(x) = o 5 f(@(x)¢' (x).
g2
Protoze
/f(t)dt LY [ L P P ﬂ‘ prot € (—oo,—1),1 € (1. 1) at € (1, 00),
2) t—1 t+1 2 t+1
dostavame
c 1 3X 2
/h(x) dx = 2(og3 —Tog2) log Y pro x € (—00,0) a x € (0,00).
*
7.7.16. Priklad. Spoctéte
/xvz —5x dx.

Resent. Primitivn{ funkei k 2(x) = x+/2 — 5x budeme hledat na intervalu (—oo, %)
Uvazujme substituci ¢(x) = 2—5x,x € (—o0, 2). Pak o7 (1) = 2%, (07 ) (1) = —1
a

2 1 3
h(@ ) (@) (1) = —g\/;—i- Fite (0, 00).
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Jelikoz
2

c 4 3
[h——%l +Et2’ t € (0,00),
dle Véty plati

c 4 3 2 3 2
/h(x) dx = —%(Z—S)C)2 + E(2—5x)2, x € (—o0, g)

Nlw

7.7.17. Priklad. Spoctéte
cos® x+/sin x dx.

Reseni. Primitivn{ funkcik (x) = cos® x+/sin x budeme hledat na intervalech (2k , 2k+
)7), k € Z. PisSme

h(x) = cos* x+/sinx cosx = (1 — sin® x)?+/sin x cos x.
Polozime-li p(x) = sinx a f(t) = (1 —t?)*>\/1,t € (0,00), plati

5 9 c 23 47 2 1
/f(z)dt_/(ﬁ—ztz +t2) dt—§t2—7l2+ﬁt2, t € (0,00).

Pomoci Véty P? dostavame

2 4 2
/h(x) = 3 sinx? — 3 sinx? + I sinx 2 pro x € 2km, 2k + 1)7), kde k € Z.

&
7.7.18. Priklad. Spoctéte
| =
— dXx,
N/

kde a je kladné realné ¢islo.

Reésend. Polozime f(x) = —ﬁ2l+x2’ x € R,a¢(t) = asinht,t € R. Pak
1 1 o

Va> £ 41+ sinh?;  @cosht

a
¢'(t) = acosht.

Tedy

[ reowayd = [rar e e
Proto

/f(x)dxéw_l (2) =log(x+;c#), x eR.

et —t

(Posledni rovnost snadno odvodime ze vzorce 3 = “5—.) 2




7.7. POCETNI PRIKLADY NA INTEGRAL 91

7.7.19. Priklad. Spoctéte
2
1
e s S
(x+1D2(x-1)
Reseni. Dle Véty ?? existuji ¢isla A, B, C € R takova, ze plati

2+l _ 4 B
x+D2(x—=1) x+1 (x+1)2 x-1
Pak plati

xeR\ {11}

Hl=Ax+Dx -1+ Bx—-1)+Cx+1? xeR\{-1,1}.

Ze spojitosti obou stran této rovnosti pak plyne, ze je splnéna pro vsechna x € R.
Porovname-li koeficienty polynomy na levé strané s koeficenty polynomu na strané
pravé, obdrzime 4 = %, B=-1aC = % Proto

x2+1

dx = Slog|x + 1] + —— + ~log|x — 1|
tD2(—1) " T 208K 2 o8

x+1
1

x+1

[Io

1
+ Elog]xz —1| prox e (—oo,~1),x € (=1, 1) ax € (1,00).
»
7.7.20. Priklad. Spoctéte

1

— dx.
x4+ 1 o

Reseni. Jelikoz polynom x*+ 1 nema relné koteny, lze ho vyjadtit jako soucin dvou
nerozlozitelnych kvadratickych polynomu. Ty nalezneme bud za pomoci metody
neuurditych koeficienttt nebo pomoci rozkladu

1=+ 12 -2 = (2 = V2x + (X2 + V2x + 1).
Rozklad na parcialni vzorky tedy bude mit tvar

1 . Ax + B Cx+ D
x4+l X243 2x+1 x2—V2x+ 1

kde A4, B,C, D € R. Upravou obrzime rovnost

x € R,

1=(Ax+ B)(x2=V2x + 1)+ (Cx + D)(x> —=vV2x + 1)
=x3(A+C) +x*(—v2A+ B+ v2C + D) + x(A— V2B + C + V2D) + (B + D).

Resenim piislusné soustavy linearnich rovnic dostavame
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Pak
1 1 1
/—VEXJFE dx:/—m(2x+ﬁ)dx+[—% dx
X2+ /2x +1 X2+ /2x +1 X2+ 2x +1
1 1
= —log(x® + v2x + 1 +/+dx
4ﬁ0g( ) X2 4+ /2x + 1

b l/;dx
442 2) (V2x+1)2+1

1 1
= 4_ﬁlog(xz +V2x+ 1)+ e arctg(v/2x + 1).

Obdobné postupujeme i u druhého ¢lenu, coz vede k vysledku
/ 1 c 1 x2 4 V2x 41

log(x? 4+ v2x + 1) +

1
dx = o +
1 T S a1 22

1
+ — arctg(\/ix +1), xeR.

arctg(\/zx -1

2V2
*
7.7.21. Priklad. Spoctéte
3
| =
Reseni. Pouzijeme substituci y = x — 1, &im# se problém pievede na vypocet
1 3
(y ‘11‘00) dy :/(y_97 +3y7%8 4 3y7% 4 y7100) gy
Y
c 1 96 3 973 —o0g 1 _90
£ __ - = . - — , e R\ {0}.
96” 577 957 55”7 y € R\ {0}
Tedy
3
X ¢ 1 _ 3 _ 3 _
—d L _ - -1 9% _ -1 97 _ -1 98
/ G0 Y T T AR gV
1
- ﬁ(x -1 prox € (—oo, 1) ax € (1,00).
*

7.7.22. Priklad. Spoctéte

x°

dx.
(10 +2x5 422

Resent. Jelikoz
X9 5 5X4

1 X
dx = = dx,
(104 2x5 +22 5/(X10+2x5+2)2 *




7.7. POCETNI PRIKLADY NA INTEGRAL

93

substituci y = x° pfevedeme tilohu na hledéni primitivn{ funkce

y P 2y +2 2
02 +2y+22 7 72 Y

(2 +2y+22  (y2+2y +2)2

1 1
= - d
252 +2y +2) /((y+1>2+1)2 Y

< 1 y+1

1
— — — —arct +1).
2002 +2y+2) 202 +2y+2) 2 sy +1
Zav¢ér jest tedy nasledujici:

9 5
X c x> +1
dx = — - tg(x + 1),
/ G2 122 T o F s 1) 10 e D
pricemz rovnost plati na R.

7.7.23. Priklad. Spoctéte

1

/.2—dx

sin“ x + 2 cos? x
Resent. Funkce h(x) = m splnuje

h(x) ! eR\(Z +kn: k eZ)

X) = s X — s .

(tg? x + 2) cos? x 2 d

Polozime ¢(x) = tgx, x € (=%, %),a f(1) = ﬁ,t € R. Pak

h@) = flp)g' (). x € (5. 5).
Jelikoz

f(t :l —_——dr = —
/ yde 2/ ! c !

t
— R
> ﬁarctg(ﬁ), t € R,
1+ (%)

mame pro funkci

H(x) = % arctg (th;) , XE€ (—z, z)

/h(x) S H(x), xe (—%,%).

rovnost

Necht nyni H je w-periodicky dodefinovana na R \ {Z + kn: k € Z}. Pak téz

H'(x) = h(x) na této mnoziné (viz Piiklad [1.6.12). Jelikoz
b v
li Hx) = —— li H(x)=——,
x—l>n%l_ (x) 2\/5 a4 x—)l—n%_,’_ *) 2\/5
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je funkce
H(x)+ k7, xe€ (=% +kn 5 +km) ke,
m—’—k—z, x=5+kn,k€Z,
diky Veéte primitivnl’k h na celém R. ry

7.7.24. Priklad. Spoctéte

1 1
/ ——dx a / dx.
sin x cos X

Resend. Pro funkci h(x) = S plati
1
. X X
2sIn 5 cos 5

1 1
= — s € (=m,0)U (0, m).
tgs 2cos’3 X € (=m0 U (0,7)

h(x) =

Polozime-li p(x) = tg 5 a f(1) = %, mame rovnost

h(x) = f(e(x))¢'(x). x € (-m,0)U (0, 7).
Proto

, X €(—m0), x € (0,m).

/h(x) dx = log‘tg%

Diky periodicité viak tato rovnost platiipro vsechna x € (kn, (k+ 1)), kde k € Z.

Pro vypocet druhé primitivni funkce uvazujme rovnost cosx = sin(3 + x),
x € R, a substitu¢ni funkci ¢(x) = 7 + x. Diky Vété ?? a predeslému vypoctu pak
plati

/ ! dx:/,;dx
cos x sin (% + x)

<

log‘tg(%—i—%)‘ proxE(%—Fkn,%—F(k—i—l)n),k €.

7.7.25. Priklad. Spoctéte
/ a4
(2 + cosx)sinx

Reseni. Primitivni funkci budeme hledat na intervalech (k7. (k + 1)7), k € Z. Jeli-

koz
1 sin x sin x

(2 + cosx)sinx - (2 + cos x)(sin® x - (2 + cos x)(1 — cos? x)’
substituci ¢ = ¢(x) = cos x pfevedeme tilohu na hledani primtivni funkce

-
/ arna—m ¥
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Snadnym rozkladem na parcialni zlomky obdrzime

-1 1 1 1
Crn—12) 32+1 6(0-1 20+1)

Tedy

-1 ¢ 1 1 1
fmdt = 510g(2+t)+glog(l—t)—zlog(l_F[)

prot € (—o00,=2),t € (=2,—1),t € (=1, 1) at € (1,00). z ¢choz plyne

— dx = - log(2 Zloo(1 — — Jou(l
/(2+cosx) sinxdx 3 0g(2 + cosx) + 6 og(l —cosx) 5 og(l 4 cosx),

pri¢emz x € (km, (k + 1)7) prok € Z. rs
7.7.26. Priklad. Spoctéte

1
/.2— dx
sin” x + 2 cos? x
Reseni. Pouzijeme substituci t = ¢(x) = tgx, x € (=%, %). StejneJako ve Véte ??

7 — — 2
mame ¢~ (1) = arctgt, (1) (t) = IJ:tz, sin? x = oz acos’x =

me tak tlohu

/t2+1 dt—/t2+2_ldt—/ 1 _/ Y
2422 ) @2+22 ] 242 (12 +2)2

Prvni integral vyjde

1 c 1 t
———dt = —arcte [ — |, teR,
/ 1242 VA (ﬁ )
zatimco druhy je dle rekurzivniho vzorce roven

1+t2 Dostava-

c 1 t 1 t
[(I2+2)2=4ﬁarctgﬁ+z(2a+—%)2)), t e R.

Dohromady dostavame

£+ 1 dr = 3 arctg Ly teR
(t2 4 2)? 42 V2) 4+

Dosazenim tak ziskdvdme rovnost

/ 1 dx & 3 . (tgx) tg x xel b4 JT)
——dx = ——arctg | == | - —=——, —=,=).
sin x + 2 cos? x 42 J V2 4(tg?x +2) 272
Oznaéme

3 g tgx
ro=mes(G) wgh e
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Z periodicity uvazovanych funkci plyne, zZe F je primitivni k zadané funkci
také na kazdém intervalu tvaru (=% + kn, 7 + kn), k € Z. Jelikoz

3 3
Iim F(x)=——= a lim F(x)=—-———,
x—>%7 8\/5 x_)_%+ Sﬁ
funkce
F(x)+ k3%, xe(-Z+kn X +kn),
H(x) = 37(1) 2 _(nz 2 ) kez,
sva TR XY= o tkm
je spojitd na R a mimo body % + k7, k € Z, je primitivni k funkci zadané. Dle
Véty se tedy jedna o hledanou primitivni funkci na celém R. s

7.7.27. Priklad. Spoctéte

1
/2sinx—cosx +5

Resend. Pouzijeme substituci t = ¢(x) = tg 3, x € (-, 7). Pak ¢~ 1(r) = 2arctgt,

1/ — 2 : _ 2t _ 122
(¢ )(t)_m,smx— T5Z ACOSX = {75,

/ : dt—3/ : dr = ! t(st ! teR

—_— = - —_arcg — N .

3t2+2t 42 5 2 5 5
1+(%(1+%)) Vs Vs

Dosazenim ziskavame integral

Pak je funkce

1 3tgZ +1

F(x) = — arct (;)

"= Ee\ T

primitivni k zadané funkci f = m na intervalu (-7, 7). Z periodicity

uvazovanych funkci je F primitivni k f i na intervalech (-7 + 2kn, 7 + 2kn),
k € Z. Jelikoz

T T
lim F(x) = —— a lim F(x)=—-——
Jim Py =T dim P =T
funkce
Fx)+kZ, x¢€(—n+2km,n+2km),
H(x) = n() Y5 ( ) keZ,
ﬁg+k\_f5’ X=7T+2k71’,
je spojita na R a mimo body = + 2k, k € Z, je primitivni k funkci zadané. Dle
Véty se tedy jedna o hledanou primitivni funkci na celém R. ry

7.7.28. Priklad. Spoctéte

1
—dx.
/vl+x+x2 *
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Resend. Polynom x24+x+1 je kladny na celé realné ose, a tedy budeme hledat
primitivni funkci na celém R. Pouzijeme Eulerovu substituci (viz Véta , tj.

polozime ¢(x) = v/x2 4+ x + 1 — x. Pak

2 -1 —t2+1—1
X=——, VX?4+x+1=——
1—-2¢ 1—-2¢
a 2
e 22—t +1
1)y=-"2——7—=.
(™)) d= 202

Ulohu jsme tak prevedli na hledani primitivni funkce

/ ) A=20)t2—t+1) dt=2/

Ty - =)y dr

1—2¢
c 1

= —log|l —2t], teR\ {E}
Proto plati

/ﬁdxé—log)l—Z(\/x2+x+1—x)‘, x € R.

7.7.29. Priklad. Spoctéte

/1—\/)c—i—1d)C
1+ Jx+1

Resent. Pouzijeme Vétu , takze polozime ¢(x) = ¥x + 1. Pak (97 1)(1) =
15 —1a(p1)(t) = 6°. Ulohu jsme tak pievedli na hledani primitivni funkce

_ 13\g45
/u 2)6r
1+ 2

Standardnim postupem odvodime identitu

A A —1+1
B A R L | .
12 41 Tt +t2+1

—t+1 1 r ¢ 1
t = t— | —— = t —=log(l +t?
/t2+ld /[2+1d /12+1 arctg 2og(+ )s

mame vysledek

1 —13)61° 6 6 3
/%dté—il7+§l5+§t4—2t3—312+6t

+ 3log(1 + t?) — 6arctg 1,

Jelikoz

kde € R. Nyni jen staci dosadit t = Y1+ x a obdrzime tak hledanou primitivni
funkci pro x € (=1, 00). &
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7.7.30. Priklad. Spoctéte

VX + —\/x—ldx
Vx+1+J/x—1 )

Resent. Jelikoz

Vx+1l-vx—-1 \/%_1
VXFT+Vx -1 %Jrl’
o

zvolime substituci 1 = @(x) = /2 (viz Véta [.1.59). Pak ¢~1(1) = —%
a(p () = ﬁ. Ulohu tak prevedeme na hledani primitivni funkce

r—1 —4t 4t
—_———dt = | ———dr.
/t+1 (1—12)2 /(1+t)3(1—t)
Standardnim postupem obdrzime rozklad na parcialni zlomky

41 o 1 1 2
G+0%(-0 200 2040 Tax02 G0

COZ znamena, ze

4t e 1 1+t
/(1+t)3(1—t)dl_§10g‘l—t
x4l

prot € (-o0,—1),t € (=1,1) at € (1,00). Dosazenim t = /3% dostaneme

1 1
_l+t+(1+t)2

hledanou primitivni funkci na intervalu (1, c0). rs

7.7.31. Priklad. Spoctéte

1
—dx.
/ VX +J/T+x
Reseni. Substituci 1 = ¢(x) = /X + +/T + x dostavame

2_1 2 2_1 2 1
o=(5) e o=

Tim jsme tohu prevedli na hledani primitivni funkce

1 224+ 1% -1 1 f3—t24+1—1
/ (@4 1)( )dt:—/—+dt
1+¢ 213 2 t3

! t —log|t] ! + !
— P— O [R— —
2 5 t o 22

prot € (—oo,—1),1 € (-1,0) at € (0,00). Dosazenim t = /x + +/1 + x obdrzime
hledanou primitivni funkci na intervalu (0, c0). s

e
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7.7.32. Priklad. Spoctéte

/ s dx.

log x +4log—3

Reseni. Substituci t = log x prevedeme tlohu na hledani primitivni funkce

/;dl
J i3

V=i2+4r-3=/1-1)3B-1) = (3—1)\/%, re(1,3),

v 7 —_— — 2 -_—
polozime y = (1) = /5= Pak ¢7'(») = 25, (07 (0) = g a3 —1t =
77 [im obdrzime

1 4y 2 c
. dy:/—dy:Zarct y, yeR.
/yfﬂ-y 02 +1)7? 2+ §

Jelikoz

Proto plati
¢ logx —1 3
/ dx = 2arctg T Toax’ x € (e,e”).
\/—10g x +4log—3 —logx

7.7.33. Priklad. Spoctéte

1

dx.
V14 eX + /1 —e*

ReSeni. Primitivni funkci budeme hledat na intervalu (—oc, 0). Vypocet zapocneme
upravou

1 o [ —VT—e
Tt +/T—er (1+e%) = (1~e¥) (7.50)
V1+e* v1—e*
o dx — e dx

Podivejme se nejprve na prvni ¢len. V ném provedeme substituci t =) =
VT +e*,x € (—00,0). Pak o' (1) = log(t? = 1) a (¢ 1)/ (1) = Ulohqume tak

prevedli na vypocet primitivni funkce

l‘2
/ (12 —1)2 d
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Dle Véty ?? existuji ¢isla 4, B, C, D € R splnujici
12 A B C D

o0z -1 e T T ERAVELE

ﬁpravou a pouzitim spojitosti dostavame rovnost
P2=AP A+t -+ B2 +2t+ D)+ Ct3—12—t+ 1)+ D(*> -2t +1), teR.

Systém rovnic
A+C =0
A+B-C+ D=1
—A+2B—-C—-2D =0
—-A+B+C+D=0

ma reSeni

Proto plati

/ 12 dzill =1 11
(N R ] P Y TP S TP b

V druhém vyrazu z ) provedeme substituci t = ¢(x) = +/1 —e*. Pak
e 1) =log(1—1*)a (e V) (t) = —%. Dostaneme tak integral

12
/ a—e )2 dz.

Pouzitim prvni ¢asti vypoctu obdrzime

1 d Cll th—1 1 1
V1+eX + /1 —e* T8 11+1'_4(11—1)_4(l1+1)
—}—llog lz—l'_ 1 B 1
4 th +1 4(I2—1) 4([2+1),

kde t; = v/1 +e* at, = /1 —e*. Vypocet ptitom plati na intervalu (—00,0). &

Urcity integral.
7.7.34. Piiklad. Naleznéte limitu
2% 27 2%
lim : + :
n—oo \ n + 1 n—+ 3 n+ n
Resend. Jelikoz
noooa 2k IL 2k "2 "o
1 - 1 S 1 S >
n+ =1 " k=1n+ Pt o "
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staci dle Véty urcit limitu vyrazu
1 <N &
L3k,
n
k=1

Uvazime-li viak funkci f(x) = 2%, x € [0, 1], obdrzime riemannovsky integrovatel-

nou funkci na [0, 1] (viz Véta a dle Disledku mame

| ! 1 1 1
lim =Y 2 =(R) | 2%dx=WN) | 2%dx=—]*] = —.
nggon; ()f0 x = ( )/0 = og2 B = 0
Y
7.7.35. Piiklad. Naleznéte derivaci funkce
x3 1
x) = ———dr, xeR.
o=, == —
Reseni. Oznaéme
1
)= ——, telR
0= n
a X pe 1
F(x):/ g(t)dt:/ de, xeR.
0 0 144
Dle Véty plati
F'(x) =g(x), xR,
Tedy
f'(x) = (F(x®) = F(x)) = g(x*)3x? — g(x?)2x
3 2
= Y — 2 , xelR.
MT+x120 /14 x8
Y
7.7.36. Piiklad. Naleznéte limitu
lim [y (arctg 1)? dt.
X—>00 x2 +_1
Reseni. Pomoci I'Hospitalova pravidla odvodime
lim f(;c(arcztgt)2 dr _ lim (arch)2 _ (%)2
X—>00 X ‘F 1 X—>00 5__;517
»
7.7.37. Priklad. Vypoctéte integral
1007
/1 —cos2x dx.

0
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Reéseni. Pouzitim Veéty a Prikladu dostaneme
100 1 200w 2
«/1—0052xdx=5 \/l—cosydy=50/ V1—cosydy
0 0
T 2m
=50(/ \/1—cosydy+/ \/1—cosydy)
0 E14
4 T siny
= 100 v 1—cosydy =100 dy
0 0

0

V1 +cosy
2 t=2
- 100/ —dr =200 V| _ =200v2.
o VI 1=0
&
7.7.38. Priklad. Spoctété integral
2w
1
[,
o l+ecosx
kde e € [0, 1).
Reseni. Pouzitim substituce cotg 5 =t, kde cosx = ;;—lll, dostavame
27 1 o0 1 2
R o R
o l+ecosx —oo 1+ 65 141
o0
2
= / 5 de
—o Pl +e)+1—¢
4 o 1
= 1_8/ > dt
1y (r,/}—fj)
4 1—¢ 1+e¢ e
= arctg | ¢
l—eV1+4e¢ 1—¢
=0
o 4 _ 21
2 /=g +e) J1—g
&

7.7.39. Priklad. Spoctété integral

V3
/ x arctg x dx.
0
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Reseni. Pomoci Véty dostavame

V3 x2 1 V3 )C2
L xarctgx dx = I:? arctgxi|0 — 5/0 mdx

7.7.40. Priklad. Spoctété integral

[ |Iogx| dx.

Reseni. Plati
4 1 4
/1 |log x| dx:ﬁ (—logx)dx—i—/ log x dx
¢ ¢ !

= [~xlogx + x|, + [xlogx — x|
2

=2-Z
e

7.7.41. Priklad. Vysetfete konvergenci integralt

1 0o
/ x%dx, / x%dx,
0 1

kde o je realny parametr.

Resend. Jelikoz

1 xoet1]! _
J |
0 [logx],, a=-1
integral fol x% dx konverguje pravé tehdy, kdyz o > —1.

Podobné odvodime, ze | loo x® dx konverguje pravé tehdy, kdyz o < —1.

7.7.42. Priklad. Vysetiete konvergenci integralt

1 oo
/2 x* ’logxiﬁ dx, / x* |logx|ﬁ dx,
0 10

kde o a B jsou realné parametry.
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Resend. Uvazujme nejprve prvni integral. Integrovana funkce ma v bod¢ % vlastn{
limitu a na intervalu (0, 3) je spojitd. Je tedy tieba vySetfit jeji integrovatelnost
u bodu 0.

Pokud @ > —1, zvolime &’ € (—1, @) a diky platnosti vztahu

: a—a’ B _
x1_1)1(1)1+x logx|” =0
odvodime odhad
x* |Iogx|ﬂ < x*,
ktery plati ne néjakém okoli (0, §). Jelikoz f(;s x? konverguje (viz Priklad ,

konverguje dle Véty 1 integral ptvodni.
Pokud a = —1, plati

1
1 (=logx)A 1 ] 2
2 ] — —
[x_1|logX|ﬂ= [ g, PEL
0

—[log(— logx)]é , B=-1.

—

Tedy intergral konverguje pro g < —1.
Je-li kone¢né a < —1, zvolime o’ € (a, —1) a diky platnosti vztahu

. - B
Xl_l)r(r)lJr o |logx| = 00

odvodime odhad
x% |logx|/8 > x?,

ktery plati na né¢jakém okoli (0,8). Z divergence integralu f08 x* pak plyne diver-
gence integralu zadaného.

Zavérem tedy lze fici, ze integral konverguje pravée tehdy, kdyz e > —1 nebo
kdyza =—-lap < —I.

Druhy integral bychom vysettili obdobnym zptisobem, pti¢emz by nam vyslo,
ze konverguje pravé tehdy, kdyz @ < —1 nebokdyza = —-1a g < —1. *

7.7.43. Priklad. Dokazte, Ze

: x
/ log(sinx) dx = ——log 2.
0 2

Reseni. Snadno ovéfime, ze integral konverguje. Vskutku,

. 1 sin X 1
lim Jo8Gin®) - log (F) +logx
x—04+  logx x—>04 log x

alog x je funkce integrovatelnd u 0 (viz Piiklad [1.7.49).
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Nyni pomoci substituce x = 2t mame

/7 log(sinx)dx = /Z log(2sint cost) dt
0 0

=2 (/4 log2dt + /Z log(sint) dr + /? log(cost)) .
0 0 0

Jelikoz substituci t = 7 — u v poslednim integralu ziskdvame

T g

/Z log(cost)dt = /7 log(sinu) du,
0 i

plati

/7 log(sinx) dx = T lng + 2/‘7 log(sin x) dx.
0 0

Tim je pozadovana rovnost dokazana. Fy

7.7.44. Priklad. Vypoctéte integraly

3 x ' logx !arcsinx
— dux, dx a [ dx.
/0 tgx 0 v1—x2 0 X

Reseni. Prvni integral prevedeme pomoci per partes na

' i 3 2 . wlog2
/0 e dx = [xlog(sinx)]? —/0 log(sinx) dx = o
V druhém provedeme substituci x = sint a dostaneme
1 mlog?2

log x 3
—dx=/ log(sint) dt =
0 v1—x2 0 ) )

Treti pak opét pomoci per partes vycislime jako
1

2

log x dx_nlogZ
0 V1—x2 2

I arcsin x . 1
= [arcsin xlog x|, —
0 X

Konvergence integralu.

7.7.45. Priklad. Vysetfete konvergenci integralt

1] ]
[l g, [Ty,
0 1—X 0 1+X

Resen. Integrandy jsou spojité funkce, takze staci vysetfit existenci integralt v kraj-

nich bodech danych intervali. Podivejme se nejprve na funkci f(x) = _ll_off Pak
pro g(x) = —log x plati limy o % = 1. JelikoZ ma g(x) u 0 konvergentni inte-

gral, dle Véty mau0i f(x) konvergentniintegral. Tedyi— f(x) (coz je zadana

funkce) ma u 0 konvergentni integral.
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U bodu 1 plati
log x . logx 1 1

lim = lim =,
x=>1-1—x2 x->1-1—-x 14x 2

a tedy je zadana funkce u 1 jakozto omezena funkce integrovatelna.
Zavér tedy je, ze prvni integral konverguje.
Druhy integrand u 0 srovname s funkci log x, co je funkce u 0 integrovatelna.
v . ;. logx ,,. log x log x /
U nekone¢na se integrand chova jako xgz (. pro f(x) = 1+gx2 ag(x)= xg2 plati

limy 00 % = 1, co je integrovatelna funkce. Tedy i f je integrovatelna u neko-

necna. Dohromady mame, ze i druhy integral je konvergentni.
ry

7.7.46. Priklad. Vysetfete konvergenci integralu
S

/ X —sinx dx.
0 x¢

Resen. Integrand f(x) je nezaporna spojita funkce na (0, oo), budeme tak vysetio-
vat integrovatelnost v krajnich bodech tohoto intervalu. Polozime g(x) = x37*.
Pak

kde o je realny parametr.

. fx) . x—sinx 1
lim = llm —— = —.
x—>04 g(x) x—>04 x3 6
Dle Véty konverguje f u 0 pravé thedy, kdyz u 0 konverguje g. To viak nastava

pravé pro3 —a > —1, tj. a < 4.

U nckoneéna uvazime funkci g(x) = xa;_l Pak

f(x) _ x—sinx

lim 22 ToomE

X—00 g(x) XxX—>00 X ’

a tedy f ma u nckonec¢na konvergentni integral pravé thedy, kdyz g je integrova-
telna u nekonecna. To v$ak nastava pravé proo — 1 > 1.
Dohramdy tak mame, Ze integral konverguje pravé thedy, kdyz « € (2,4).

Y
7.7.47. Priklad. Vysetiete konvergenci integralu
0 oin (1 t
/ sm(x)arc ox d
0 X

Reésend. Dana funkee f(x) jeintegrovatelna u 0, nebot zde je omezena (limy o, —;

1 asin (%) je omezena). U nekonec¢na f srovname s funkei g(x) = xiz, nebot pak

mame o
sin (=

lim & = lim I(X) arctgx = z

xX—00 g(x) X—>—>00 1 2

X

Jelikoz je g integrovatelna u nekonecna, je i f integrovatelna u nekonecna. Proto
je f integrovatelna na (0, c0). s

arctgx _
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7.7.48. Priklad. Vysetfete konvergenci integralu

/7 log(cos x) tg* x dx,
0

kde o je realny parametr.

Reseni. Co se ty¢e integrovatlenosti dand funkce f u 0, polozme g(x) = x**2. Pak

. f(x) log(cosx)cosx —1 (sinx)p 1 1
lim =

x>0 g(x)  cosx—1 x2 X

cos? x 2
Tedy f je integrovatelna u 0 pravé tehdy, kdyz g je integrovatelna u 0. To nastava
v ptipadé o > —3.

Situaci u bodu 7 nam pomiize objasnit funkce

log (£ — x
g = BG9)
(5 —x)
Pak
lim EACY) = lim sinax(i_x) log(iosx)
x—~Z_ g(x x—>Z_ Ccos X log(5 —x
log(72%) + log(3 —x)
C 1. Tim 23 _ &2 -
x—>Z_ log(5 — x)

Jelikoz je funkce g integrovatelnd u 7 zleva pravé thedy, kdyz o < 1 (viz Pri-
klad , mame dle Véty nutnou a postacujici podminku pro integrovatel-
nost f u 7.

Zavér tedy jest, ze integral konverguje pravé tehdy, kdyz o € (=3, 1).

7.7.49. Priklad. Vysetiete absolutni i neabsolutni konvergenci integralu
*® sinx
/ dx,
1 x¢

Resent. Vzhledem ke spojitosti dané funkce f na [, 00) staci vySetfit jeji integro-
vatelnost v nekonec¢nu. Je-li @ > 1, plati | f(x)] < xia, a tedy f je absolutn¢ inte-
grovatelna. Je-li & € (0, 1], ma sin x omezenou primitivni funkci a x™ je klesajici
funkce s limitou 0 v nekone¢nu. Dle Véty je integral z f konvergentni. Pokud
o € (—00,0], mame pro kazdé n € N odhad

@2n+1)rm
/ sinxx % dx
2

nmw

kde « je realny parametr.

2n+1)m
> (Znn)_“/ sinxdx =2-Q2nm)"%.
2

nmw

Z tohoto odhadu vidime neplatnost Bolzanovy-Cauchyovy podminky pro primi-
tivni funkci k f* v nekone¢nu. Integral tak neni v tomto pripadé konvergentni.



108 7. INTEGRAL

Uvazujme nyni znovu o € (0, 1]. Pak pro pfirozena ¢isla n < m plati

m—1

2mm _: 2(k+1D)m ;
sSin x sin x
dx = E / dx
/Zn:rr x“ 2k x¢

k=n

m—1 1 2(k+1)m
> - 1 d
= 2 5 fy  inslds

m—1
1
— 21—(1 —o I
i kg (k+ 1)°
Jelikoz je fada Y72, (k + 1) divergentni, plyne z predchézejiciho odhadu neplat-
nost Bolzanovy-Cauchyovy podminky pro primitivni funkci k f v nekonec¢nu.
Integral je tak konvergentni pravé tehdy, kdyz a > 0, a je absolutné konver-
gentni pravé thedy, kdyz o > 1.
*

7.7.50. Priklad. Vysetiete absolutni i neabsolutni konvergenci integralu

oo X2
f (cosx —e™ 2 )x “dx,
0
kde « je realny parametr.
Reseni. Jelikoz

4
cosx=1—f+x—+o(x4)

2 24
a 2 4
x2 X X
-5 _ 1 _ r 4 ’
e > + 3 4+ o(x")
dostavame pro danou funkci f vztah
4
im 2% im —15 +o(x?) _ 1
x—>04 x4 x—>04 x4 12

Tedy f je integrovatelna u 0 pravé tehdy, kdyz 4 —a > —1, tj. a < 5.

2
. s . . v v v Y —X=
Zkoumejme nyni situaci v nekone¢nu. Pov§imnéme si, ze e~ 2 x™* je (absolut-
n¢) integrovatelna v nekonec¢nu pro kazdé a. To totiz ihned plyne z odhadu

2
X
e T Xx % <x?

platného na néjakém okoli oo, ktery odvodime z limity

2
. X
lim e " 2x¥ =0, yeR.
X—>00

Pro a > 1 tak mame odhad
2
FEIEr=

a tedy je f absolutné integrovatelna.
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)Cz . . .
Pokud @ € (0,1], jsou funkce 95" a e™ 2 x™“ integrovatelné, a tedy i f je

integrovatelna. Neni vak absolutné integrovatelna, nebot mame odhad

| f()] =

kde na pravé strané je soucet dlvergentnl a konvergentni funkce, tj. funkce s diver-
gentnim integralem.

Pokud o € (—00,0], integral [{y <% dx diverguje (viz Piiklad [.7.49). Jelikoz
I =% x~ dx konverguje, diverguje i [y f(x) dx.

Zavér tedy jest, ze [;° f(x) dx konverguje pravé tehdy, kdyz o € (0,5). Dale
dany integral konverguje absolutné pravé tehdy, kdyz o € (1, 5).

|cosx| x2

&

7.7.51. Priklad. Vysetrfete absolutni i neabsolutni konvergenci integralt

 §in? x ®  sinx *© sin x
dx, —dx, —  dx
10 X 10 X+ 2sinx 10 +/X+2sinx

Reseni. U prvniho integralu vysetfujeme diky nezapornosti integrandu pouze ab-
solutni konvergenci. Jelikoz v§ak

sin? x 1 cos2x

’

X 2x  2x

cos 2x

J1o 5 divergujea [y <%2% konverguje (viz Véta[/.4.8 7.4.9), divergujeiintegral [y 0
U druhého integralu odhadneme

s1n X

Xsinx — x sinx —2sin” x
x(x + 2sinx)

sin x sin x

x+2sinx  x
2

<

T x(x=2)

sinx
x+2 sm X
nosti funkce 2% - implikuje integrovatelnost funkce

Funkce

sin x ( sin x sinx) n sin x

X+ 2sinx X+ 2sinx X X

U absolutni konvergence pouzijeme odhad
sin X |smx| _|sinx| «x
X + 2sinx _x—|—2 x x+2
ktery dava diky Piikladu [7.7.49 a Vété [7.4.8(A) divergenci daného integrélu.
U tretiho integralu postupujeme obodobné¢ jako u predeslého, dostaneme vsak
odhad
‘ sin x sin x

JXx+2sinx Jx

2sin? x

= A2

2sin” x

‘f(f+251nx)
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Snadno odvodime, ze funkce na pravé strané této nerovnosti neni integrovatelna,

a tedy je funkce

sin x . sin x sin x sin x
VX +2sinx  \/x +2sinx /X X

souctem funkce s konvergentnim integralem a funkce s divergentnim integralem.
Jedni se tedy o neintegrovatelnou funkci.

Y
7.7.52. Priklad. Vysetfete absolutni i neabsolutni konvergenci integralu
o0
/ x sin x* dx
0
Reseni. U 0 jest funkce spojitd, a tedy integrovatelna. Dale pisme
o0 o0 1
/ xsinx*dx = / 4x3 sin x*— dx.
1 1 4)C2
Jeliko# je funkce [ 4x3sinx* = —cosx* omezend a 4% konverguje v nekone¢nu

X
monoténné k nule, konverguje integral dle Véty (D)
U absolutni konvergence je tfeba znovu vyzkoumat integrovatelnost v neko-
ne¢nu. K tomuto téelu pouzijeme substituci x* = y a obdrzime

o o0 : 1 o0 :
/ x [sin x#| dx = / Wsmgy dy = _/' |sm1y| dy,
1 1 4ya 41 y2
coz je divergentni integral (viz Piiklad [1.7.49). Tedy je dany integral absolutné

divergentni. a

7.7.53. Priklad. Vysetiete absolutni i neabsolutni konvergenci integralu
o0
/ x%sin(x + log x) dx,
1
kde « je realny parametr.
Reéseni. Oznaéme ¢(x) = x +logx. Jelikoz ¢'(x) = 1+ %, vidime, Zze 1 < ¢’ <2a¢’
klesa. Tedy ¢’ i % jsou omezené monoténni funkce. Dle Véty (A) tak plati
/ x%sing(x) dx konverguje <= / x%(sin ¢(x))¢’(x) dx konverguje.
1 1

Budeme tak vysetfovat konvergenci druhého integralu.
Oznadme ¥ (x) = ¢'(x) sing(x). Pak [ ¥ (x)dx = —cos¢(x) je omezend, a te-
dy v pfipad¢ a < 0 integral konverguje dle Véty 7.4.8(D). Pokud & = 0, integral

diverguje, nebot

| 9@ singo dx = [-cos p(
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neexistuje (viz Priklad . Je-li @ > 0, pak integral diverguje. V opacném pri-
pad¢ by totiz integral

/100 Y(x)dx = /looxo‘l/f(x)x_“ dx

konvergoval dle Véty (A), coz dle predchazejici ¢asti neplati. Integral tak kon-
verguje pro o < 0.

Vyzkoumejme nyni absolutni konvergenci. Podobn¢ jako vyse odvodime z V¢-
v 28, 5e

/ x%[sing(x)| dx konverguje <= / x¥|sin@(x)| ¢’ (x) dx konverguje.
1 1

Pro ptipad o < —1 je zjevné integral konvergentni. Predpokladejme, Ze @ € [—1,0).
Zvolme libovolné n,m € N, n < m, a necht x,y € [1,00) splnuji ¢(a) = nx
a ¢(b) = mm (Takové body existuji, nebot ¢: [1,00) — [I, 00) je rostouci bijekce.)
Pak

[ b
[ s singeol g dr = [ ingeol o' dx
‘ ‘ b mm

> b"‘/ [sing(x)| ¢’ (x)dx = b"‘/ |sin y| dy
= b*2(m — n).

Jelikoz

b <b+logh = @) =mmn,
plati b* > (mm)*. Tedy

[ x% [sin(x)| ¢’ (x) dx > 2 (m'T* — b%n)

(ml+a _ n(gﬂ_l (mn))a)

s (7.51)
>2(1 —n(p~ " (mm))®).

Protoze lim,; o0 (¢~ (mm))* = 0, dostavame z neplatnost Bolzanovy-Cau-
chyovy podminky v nekone¢nu.

Vskutku, necht xq € (1, 00) je libovolné. Zvolime n € N tak, aby ¢! (n7) > xo
anecht m > n je takové ptirozené &islo, ze n(p~! (mm))* < % Pak dava

/ x%|sinp(x)] ¢’ (x) dx > f x% |sinp(x)| ¢’ (x)dx > 1.

0

Tim je ukazano, ze dany integral diverguje absolutné pro « € [-1,0). Fy

7.7.54. Priklad. Vysetiete konvergenci integralu
/°° sin(sin x) dc
1

X
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Reseni. Ukazeme nejprve, ze pro libovolné a < b plati

b
/ sin(sin x) dx| < 2. (7.52)

Je-litotizb—a < 27, pak odhad zjevné plati. V opa¢ném ptipadé nalezneme k € N
takové, zea + k2n > baa + (k —1)27 < b. Pak

a+k2m a+2kn
/ sin(sin x) dx — / sin(sin x) dx
a b

a+2km
/ sin(sin x) dx
b

b
/ sin(sin x) dx

<2m,

nebot

a+k2m k=1 La+4(n+1)27
/ sin(sinx) dx = Z/ sin(sinx) dx = 0.
a

n=0 v atn2w

Tato rovnost plati diky vypoctu

2m g 2m
/ sin(sinx) dx = / sin(sin x) dx + / sin(sin x) dx
0 0 ke

= f sin(sin x) dx + / sin(sin(y + 7)) dy
0 0

= / sin(sin x) dx + / sin(—siny)dy = 0.
0

0
Tim je @ dokazéna.
Ovéfme nyni platnost Bolzanovy-Cauchyovy podminky pro dany integral. Pro
dané ¢ € R, ¢ > 0, polozme xo = max{l,4me'}. Pak pro a,b € (x9,00), a < b,
existuje dle Véty ¢ € (a, b) takové, ze

b - . c b
/ sin(sin x) dx = é/ sin(sin x) dx + %/ sin(sin x) dx.

X

Z toho dostavame diky )
b . .
/ sin(sin x) dx' _ £

X A

b
/ sin(sin x) dx

/ sin(sin x) dx

+8
4

£ I3
—2r + —2w ==¢.

4 4
Tim je konvergence daného integralu dokazana. Fy

=

7.7.55. Priklad. Vysetiete konvergenci integralu

1 sin ()%2)
/ T[— dx.
0 % —arccotgx
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Resent. Plati 1 - arccotgx = arctg x, takZe miizeme psat

1 sm w2 x
/ / (sinx~2)(— 2x_3)— dx
0 5 — arccotgx 2 arctgx

JellkOZJC [(sinx™2)(—=2x73)dx = cosx~? omezend a limy o, _sz = 0, konvergu-
je dle Véty -(D) integral
2
/ (sin x_z)(—2x_3)— dx.

K ovéreni konvergence staci nyni dle Véty -(A) ukazat, ze je funkce x arctgx

na néjakém pravém okoli bodu 0 omezena a monoténni. Jeji omezenost je zfejma,
nebot ma v 0 vlastni limitu. Dale plati

W Sy e c o)
x = 2n+1° . ’ ’
a tedy pro funkci
arctgx , X e R O ,
CE
plati

! ! 2
FO=0 a f0=-3.
Jelikoz ma f spojitou druhou derivaci, plati /" < 0 pro né&jaké (0, §). Tedy f’ klesa
na (0, §), coz implikuje, ze f’ < 0 na (0,6). Tedy f klesa na (0, 8). Proto je funkce

% monoténni na (0, 8) a dukaz je tak hotow. *






KAPITOLA 8
Metrické prostory

Tato kapitola je vénovana metrickym prostortim, tj. mnozinam, na kterych je
dan zpisob méreni vzdalenosti. Metrické prostory nam umozni definovat pojem
spojitosti obecnéji nez tomu bylo v Kapitole @ Dale budeme zkoumat nékteré du-
lezité typy metrickych prostorii. Vysledky této kapitoly budeme pozdéji ¢asto po-

uzivat.

8.1. Zakladni pojmy

8.1.1. Definice. Necht P je mnozina a o: P x P — [0,00) je funkce splnujici
nasledujici tfi podminky:

(a) Vx,yeP:o(x,y) =0 x =y,

(b) Vx.y € P:o(x,y) = o(y. x),

(©) Vx,y,ze P:o(x,z) <o(x,y) +o(y,2).
Potom funkci ¢ nazyvame metrikou na P a dvojici (P, 0) nazyvame metrickym
prostorem. Jsou-li x, y prvky mnoziny P, pak nezaporné ¢islo o(x, y) nazyvame
jejich vzdalenosti.

8.1.2. Metricky prostor (P, o) sestava z mnoziny prvki P a z funkce ¢, pomoci kte-
ré mezi prvky P métime vzdalenost. V tomto kontextu budeme o prvcich mnoziny
P hovotit jako o bodech. Definice metrického prostoru pfipousti i moznost, ze
P je prazdna mnozina. Podminky (a)—(c) vyjadfuji pfirozené pozadavky, které by
m¢él splnovat libovolny zptisob méteni vzdalenosti na jakékoli mnoziné. Podminka
(a) vyjadiuje jednak to, Ze dva rizné body maji vidy od sebe kladnou vzdalenost
a jednak to, ze vzdalenost kazdého bodu od sebe sama je vzdy nulova. Podminka
(b) tika, ze vzdalenost bodu x od bodu y je vzdy stejna jako vzdalenost bodu y
od bodu x. Podminka (c), kterou nazyvame trojihelnikovou nerovnosti, je dalsim
prirozenym pozadavkem.

8.1.3. Umluva. Piestoze metricky prostor (P, ) je dvojice (mnozina, metrika), ¢as-
to pouzivame obratu ,metricky prostor P, pokud je volba metriky ziejma z kon-
textu.

Priklady metrickych prostorii. Nasledujici série prikladii ilustruje pravé de-
finovany pojem metrického prostoru. S metrickymi prostory z téchto ptikladi se
budeme setkavat i pozdéji.

115
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8.1.4. Priklad. Definujme funkci o na R x R predpisem
o(x.y) =lx—y|. x.yeR.

Dokarzte, Ze (R, ) tvoii metricky prostor.

Reseni. Prokazdéx,y e R plati [x—y| € [0, 00). Staci tedy ovéfit platnost podminek

(@)-(c) z Definice B.1.1. Podminky (a) a (b) jsou viak zfejmé splnény a podminka
(c) plyne z Disledku [L.6.19(b). -

8.1.5. Umluva. V dal$im textu budeme na metrickém prostoru R vidy uvazovat

metriku ¢ definovanou v Piikladu , pokud nebude vyslovné fec¢eno jinak.

Obcas budeme (nejen v této kapitole) vyuzivat nasledujici uzite¢nou nerov-
nost.

8.1.6. Véta (Cauchyova nerovnost). Nechtn € N anechtay,...,an,b1,...,b, jsou
realna ¢isla. Pak plati

(gaibi)z < (Xn;alz)(ébf) 8.1

1=

Diikaz. Pokud jsou vsechna ¢islaay, ..., a, rovna nule, pak v @) nastava rovnost.
Predpokladejme nyni, ze alespon jedno z &isel ay, .. ., a, je rizné od nuly. Uvazuj-
me vyraz
n
Y (aix +bi)?, 8.2)

i=1
ktery lze prepsat na tvar
n n n
(Zaf)xz + Z(Z a,-b,-)x + Zblz
i=1 i=1 i=1
Koeficient u x2 je nenulovy a vyraz @) je nezaporny pro libovolné x realné, takze

rovnice
n

n n
2\ 2 2
(>oaz)e®+2(>aibi)x+ Y 02 =0
im1 i=1 i=1
ma nejvyse jeden realny koten. Diskriminant této rovnice je tedy mensi nebo roven

nule. Odtud plyne, ze

4(12: a,-bi)2 _ 4(2’1: al_z) (12: blz) <0,

i=1

odkud snadno plyne @) [
8.1.7. Priklad. Nechtn € N. Definujme funkei 02 na R” x R” predpisem

02(x.y) = [ 3 (xi = yi)?,
i=1
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kde x = [x1,...,xa], ¥y = [¥1,.... yu]. Dokazte, ze (R”, 02) tvori metricky prostor.
Resent. Pro kazdé x,y € R plati 02(x,y) € [0,00) a podminky (a), (b) z Defi-
nice jsou zfejmé splnény. Ovéiime podminku (c). Necht x,y,z € R”, x =
[x1,....,xn,y =[V1,...,valaz =[z1,...,24]- OznaCme a; = x; —y; ab; = y; —z;,
i =1,...,n. Potom z Cauchyovy nerovnosti (Véta vyplyva, ze

n n n n
02(x,2) = \/Z(a,- +b)? = \/Za$+22aibi +Yy B}
i=1 i=1 i=1 i=1

n n n n
Za?+2 Zaiz be-ﬁ-be
i=1 V i=1 V i=1 i=1

n n n n
Yoai+ Y b= D =y + Y i — )
i=1 i=1 i=1 i=1

= 02(x,y) + 02(y,2).
Tim jsme ovéfili, ze (R”, 02) je metricky prostor. 2
8.1.8. Funkci g5 z Piikladu nazyvame eukleidovskou metrikou na R”. Sym-
bol g, je zvolen z divod, které budou ziejmé z dalsiho textu. Pro n = 1 splyva
metrika 0 na R s metrikou ¢ zavedenou v Piikladu . Pokud budeme praco-
vat s prostorem R”, budeme na ném vzdy uvazovat metriku g3, nebude-li vyslovné
feceno jinak.

8.1.9. Priklad. Nechtn € N. Definujme funkci g1 na R” x R” predpisem

IA

n
o1(x,y) = Y |xi — i, (8.3)
i=1
kde x = [x1,....x4]Jay = [y1...., ya]. Dokaite, Ze (R", 01) tvoii metricky prostor.

Reéseni. Pro kazdé x,y € R” plati 01(x,y) € [0,00) a podminky (a), (b) z Defini-
ce B.1.1 jsou ziejmé splnény. Zbyvé tedy ovétit podminku (c). Necht x, y, z € R”,
X =[x1,....xx], ¥y = [V1..--,¥n]l a2 = [21,...,2n]. Potom z Dusledku (b)
vyplyva, ze

n

n
o1(x,2) = D Ixi —zil < ) (b — il + lyi — zi)
i=1

i=1
=o01(x,y) +01(y,2).

Tim je ovéfena platnost podminky (c). Dokazali jsme tedy, ze (R”, 01) je metricky
prostor. *

8.1.10. Priklad. Necht n € N. Definujme funkci oo na R” x R” predpisem
0co(x,y) = max{|x; — yi|: i € {l,...,n}}, 8.4
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kdex = [x1.....x4]ay = [y1..... yu]. Dokazte, ze (R", 0so) tvori metricky prostor.

Reésent. Pro kazdé x,y € R” plati 0oo(x,y) € [0,00) a podminky (a), (b) z Defi-
nice jsou zfejm¢ splnény. Zbyva tedy ovéfit podminku (c). Necht x,y,z €

R", x = [X1,...,Xn), ¥y = V1,...,¥n]l 22 = [21,...,2n]. Potom nalezneme j €
{1,...,n} takové, ze
Ooo(x,z) = max{|x; —z;|; i € {l,....n}} = |x; —z;]|.

Podle Dusledku (b) pak mame
1Xj =zl = |xj =il + 1y =zl
Protoze
Ixj — yj| < max{|x; — yi|: i € {1,....n}} = 0oo(x., )

lyj —zjl <max{|y; —zil; i € {l,....n}} = 000(y.2).
dostavdme celkem
000(X,2) < 000(X, ) + 0oo(y, 2).

Tim jsme ovérili platnost podminky (c). Dokazali jsme tedy, Ze (R”, 000 ) je metricky
prostor. *

Pred formulaci dalstho piikladu pfipomenme, ze symbol C znaéi mnozinu
vsech komplexnich ¢isel.

8.1.11. Priklad (Gaussova rovina). Definujme funkci g: C x C — [0, 00) predpi-
sem 0(21,22) = |21 — 22|. Dokaite, ze (C, @) je metricky prostor.

Reseni. Kazdé komplexni ¢islo je jednoznacné uréeno dvéma realnymi slozkami -
realnou a imaginarni. Funkci g pak z téchto slozek pocitame podle stejného vzorce,
kterym pocitdme vzdalenost g, dvou bodt v R? pomoci jejich soutadnic. Podle

Piikladu je tedy (C, o) metricky prostor. *

8.1.12. Priklad. Nechta,b € R, a < b. Ozna¢me symbolem €([a, b]) mnozinu
vsech spojitych realnych funkci definovanych na intervalu [a, b]. Definujme funkci

Qsup N2 €([a, b]) x €([a, b]) predpisem
Osup(f, &) = sup [f(x)—g(x)|.
x€la,b]

Dokazte, ze (€([a.b]), 0sup) tvoii metricky prostor. Funkei gy nazyvame supre-
movou metrikou na €([a, b)).

Reéseni. Necht f, g € €([a, b)). Diky spojitosti funkce absolutni hodnota, vété o spo-
jitosti a aritmetickych operacich (Véta@ a vété o spojitosti slozené funkce (Vé-
ta P?) plati | f — g| € €([a, b]). Podle véty o existenci extrémt (Véta nabyva
funkce | f — g| na [a, b] svého maxima, takze funkce oqp je na €([a, b]) x €([a, b])
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dobfte definovana a spliuje oqup( £, g) € [0, 00) pro kazdé f, g € €([a, b]). Podmin-
ky (a) a (b) z Definice jsou zfejmé splnény. Necht f, g, h € €([a,b]). Potom
pro kazdé x € [a, b] plati

/() = h(x)] = | f(x) = g(0)| + |g(x) = h(x)|

< sup [f(y)—g)|+ sup [g(y)—h(y)]
y€la,b] y€la,b]

= Owp(f, &) + Csup(g: 1)
Odtud plyne, ze ¢islo gsup(f. &) + 0sup(g, ) je horni zdvorou mnoziny
() = h(x)]; x € [a,b]},
a tedy podle definice suprema plati
Osup(S2 1) = Osup(f: &) + Osup(g. ).
Tim je ovétena podminka (c) z Definice B.1.1. Dokazali jsme, Ze (€(la.b]). osup) je

metricky prostor. -

8.1.13. Priklad. Nechta,b € R,a < b. Definujme funkci 0in na €([a, b])x€([a, b])
predpisem

b
om(f.8) = (R) / () — g(0)] dx.

Dokazte, ze (€([a, b]), 0int) tvoii metricky prostor. Funkci gin nazyvame integralni
metrikou na € ([a, b]).

K reseni ptikladu budeme potfebovat nasledujici lemma.

8.1.14. Lemma. Nechta,b € R,a < b,ah € €([a,b]). Necht existuje xo € [a, b]
takové, ze h(xg) > 0. Potom [” |h(x)| dx > 0.

Diikaz. Predpokladejme nejprve, Ze xo je vnitinim bodem [a, b]. Diky spojitosti
funkce h nalezneme § > 0 takové, Ze (xg — 8,x9 + 8) C [a,b] a h(x) > %h(xo)
pro kazdé x € (xo — 8, xo + §). Potom

b x0—38 x0+6 b
/ |h(x)|dx=/ |h(x)|dx+/ |h(x)|dx+/ 1h(x)| dx

x0—6 x0+6

x0+6 1
> / Bl dx = Sh(xo) -26 = Sh(xo) > 0.
X

=)
Nyni predpokladejme, Ze xo = a. Potom diky spojitosti funkce / nalezneme § > 0
takové, ze § < b —a a h(x) > %h(a) pro kazdé x € [a,a + §). Potom

b a+é 1
[a h(x)| dx > /a B0l dx 2 sh(a) 6 > 0.

V ptipadé¢ xo = b postupujeme obdobné. |
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Reseni Piikladu . Podle Véty ?? je funkce gjn dobt'e definovana a splnuje oinc(f. g) €
[0, 00) pro kazdé f, g € €([a, b]). Jestlize f = g, potom ziejmé gin(f. g) = 0. Jestli-
ze naopak f,g € €([a,b]) a plati oin(f,g) = 0, pak podle Lemmatu 8.1.14 je
f(x) —g(x) = 0 pro kazdé x € [a,b], tedy f = g. Tim je ovéfena podminka (a)
z Definice B.1.1. Podminka (b) je zfejmé splnéna. Ovéiime platnost podminky (c).
Necht f, g, h € €([a, b]). Potom pomoci Diisledku (b) a linearity Riemanno-

va integralu (Véta ??) dostavame
b
O fi1) = / () — h(x)| dx
b
< [ (1£ () — g@)| + lg(x) — h(x)]) dx

. /ab /() — go) dx + /;b l§) — hx)l dx

= Qint(/. &) + Qine(g. 1)
Dokézali jsme, Ze (€([a. b]), 0int) je metricky prostor. *
8.1.15. Priklad. Necht P je libovolna mnozina. Definujme funkci ggigkr: P X P —
[0, 00) predpisem
1, pokudx #y,

Qdiskr(x’ y) = { 0, pokud X =Y.

Dokazte, ze potom (P, giskr) tvoii metricky prostor. Funkei ggiskr nazyvame dis-
krétni metrikou na P a (P, ggisr) diskrétnim metrickym prostorem.

Reseni. Pro kazdé x,y € P plati o(x,y) € [0,00) a podminky (a) a (b) z Defini-
ce jsou zfejmé splnény. Necht x, y,z € P. Jestlize x = z, potom ggiskr (X, 2) =
0, a tedy nerovnost v (c) je zfejmé splnéna. Jestlize x # z, potom x # y nebo

z # y. Odtud plyne, ze
Qdiskr (X, ¥) + Qdiske (¥, 2) = 1 = 0diske (X, 2).

Podminka (c) je tedy splnéna. Dokazali jsme, ze (P, 0diskr) je metricky prostor. &

8.1.16. Priklad. Necht P je mnozina viech posloupnosti, jejichz ¢leny jsou rovny
0 nebo 1, tedy P = {0, 1}, neboli

P ={{xp}o2; Vn € N: x, €{0,1}}.
Pro posloupnosti x = {x,}, y = {y»} z P definujme

0, pokudx =y,

o(x,y) = %’ pokudx #y, kde k = min{m € N; x;; # ym}.

Dokazte, ze (P, ¢) je metricky prostor.
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Reésend. Pro kazdé x,y € P je ztejmé hodnota o(x, y) dobfe definovana a plati
o(x,y) €[0,00). Jsou také zfejmé splnény vlastnosti (a), (b) z Definice B.1.1. Necht
x,y,z € P.Ovéfime platnost trojahelnikové nerovnosti o(x, z) < o(x, y)+o(y. 2).
Jestlize x = z, potom nerovnost zfejmé plati. Pfedpokladejme, ze x # z. Po-
tom existuje nejmensi k € N takové, ze xx # zx. Odtud plyne, ze xx # yx nebo
Zk # Yr,atedyo(x,y)+o(y,2) = % Mame tak o(x, y) +0(y,z) = o(x,z). Ovérili
jsme, ze (P, o) je metricky prostor. s

Normované linearni prostory. Vycet ptikladii metrickych prostorti nyni roz-
§ffime o normované linearni prostory.

8.1.17 (vektorovy prostor). Symbol F bude znacit mnozinu realnych ¢isel R nebo
mnozinu komplexnich ¢isel C. Pro porozuméni nasledujici definici je tfeba znat
pojem vektorového prostoru nad IF . Tento pojem jakoz i definice dalsich dilezitych poj-
mu linearni algebry a souvisejici zakladni vysledky je mozné nalézt napiiklad v [4].
Vektorovy prostor nad IF chapeme jako trojici (X, +, ), kde X je mnozina, + je ope-
race s¢itani na X a - je operace nasobeni prvki X prvky z F. Vétsinou budeme ale
pouzivat kratsi termin ,vektorovy prostor X “ misto presnéjsiho ,vektorovy prostor
(X, +, )% Nulovy prvek budeme znacit symbolem 0.

8.1.18. Definice. Necht X je vektorovy prostor nad IF. Zobrazeni |- ||: X — [0, 00)
nazyvame normou na X, jestlize jsou splnény nasledujici tfi podminky:

(a) VxeX:|x]|=0 & x =0,

(b) Vx e X VA eF: ||Ax| = |A]- |Ix],

(© Vx.y e X:|x+yl = lxll+ Iyl
Dvojici (X, ||-||) pak nazyvdme normovanym linearnim prostorem nad télesem F.
Pokud F = R, hovoifime o realném normovaném linearnim prostoru, pokud ' =
C, hovorime o komplexnim normovaném linearnim prostoru.

8.1.19. Véta. Necht (X, |- |) je normovany linearni prostor nad F. Definujme zob-
razeni o: X x X — [0, 00) predpisem o(x,y) = |[[x — y||. Potom ¢ je metrika na
X.

Diikaz. Necht x,y € X. Potom ziejmé o(x, y) € [0, 00). Ovéfime podminky (a)—
(¢) z Definice . Rovnost o(x, y) = 0 nastava pravé tehdy, kdyz ||x — y|| = 0,
coz nastava pravé tehdy, kdyz x —y = 0, neboli x = y. Pouzijeme-li podminku (b)
z Definice pro specialni volbu A = —1, dostaneme
o(x.y) = lx =yl =D =) = (=Dl lly —xIl
= lly —x[l = e(y. x).
tedy podminka (b) z Definice je spln¢na. Pro kazdé x,y,z € X plati diky
podmince (c) z Definice
ox.2) =llx -zl =x=y»)+ -l =lx=yl+ly—zl
=o(x,y) +o(y,2).
Ovérili jsme tedy 1 podminku (c) z Definice . Tim je dtikaz dokoncen. ]
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8.1.20 (normovany linearni prostor jako metricky prostor). Vsouladu s Vétou
budeme kazdy normovany linearni prostor povazovat také za prostor metricky
s metrikou definovanou pomoci normy zptisobem uvedenym v tvrzeni Véty
Tak dostavame dulezitou tfidu metrickych prostor.

Uvedme nékolik prikladii redlnych normovanych linearnich prostort.

8.1.21. Priklad. Necht n € N. S¢itani prvka z R” je definovano po slozkach,

stejn¢ tak nasobeni prvka z R” redlnymi ¢isly. Pro x = [xq,...,x,] € R", y =
V1.....yn] € R" aa € R tedy klademe x + y = [x1 + y1.....xXs + yp] a ax =
[oexy, ..., axy]. Definujme funket || - [|: R” — [0, c0) predpisem

lxll =

n
2
in’
i=1

kde x = [x1,..., x,]. Dokazte, Ze (R", | - ||) je redlny normovany linedrn{ prostor.

Resend. Ztejmé plati [|x| € [0,00) pro kazdé x € R”. Jestlize x = 0 € R”, potom
x; = 0 pro kazdéi e {1,...,n},atedy || x| = 0. Jestlize naopak x € R" a ||x| =0,
potom > )ci2 =0, takze pro kazdé i € {1,...,n} plati xi2 = 0. Odtud jiz snadno
plyne x = 0. Podminka (a) z Definice B.1.1dje tedy splnéna.

Necht x € R" a A € R. Potom plati

n

n
Axll = [> 227 = A | Y xF = [A]- |x].
i=1 i=1

a tedy podminka (b) z Definice je splnéna.

Necht konec¢né x, y € R”. Potom pomoci vypoctu v feseni Prikladu -
staneme [|x+y| < [x|+]y[l. Ovéfili jsme platnost podminky (c) z Definice B.1.18.
Funkee || - || je tedy norma na R”. *

8.1.22. Definice. Funkci || - || z Ptikladu nazyvame eukleidovskou normou
naR”.

8.1.23. Priklad. Nechta,b € R, a < b. Mnozinu €([a, b]) opatiime obvyklym
s¢itanim funkci a obvyklym nasobenim funkce redlnym ¢islem. Definujme funkci
I+ llsup na €([a, b]) predpisem || f lsup = supy, 1 | f|- Dokazte, ze (€([a, b)), || - llsup)

je realny normovany linearni prostor.

Reseni. Je snadné ovétit, Ze mnozina € ([a, b)) s uvedenymi operacemi tvofi vekto-
rovy prostor. Poznamenejme jen, ze je tfeba vyuzit Vétu , ze které plyne, ze
soucet spojitych funkei je spojita funkce a nasobek spojité funkee je také spojita
funkce. Podle Véty je [ fllsup € [0,00) pro kazdé f € €([a,b]). Vlastnosti
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(a), (b) z Definice B.1.1§ jsou ztejmé splnény. Pro f, g € €([a, b]) diky trojthelni-
kové nerovnosti (Véta [1.6.11]) a Vété (a) plati

I/ + &llsup = suptl f(x) + g)]; x € [a,b]}
< sup{| /()] + [g(x)]; x € [a,b]}
< sup{|f(X)|; x € [a,b]} + sup{lg(x)|: x € [a,b]}
= [/ llsup + & lsup-
Tim je ovéfena vlastnost (c) z Definice , a tedy (€([a,b]). || - ||) je redlny nor-

movan)'/ line4arni prostor. ry

8.1.24. Priklad (prostor {,). Definujme £o jako mnozinu vsech omezenych po-
sloupnosti realnych ¢isel. S¢itani prvki z £o je definovano po slozkach, stejné tak
nasobeni prvki z £ realnymi ¢isly. Pro x = {x,} € oo, ¥y = {yn} € bova@ € R
tedy klademe x + y = {x, + ya} a ax = {ax,}. Dile pro x = {x,} € £ poloz-
me ||x|looc = sup{|xs|; n € N}. Dokazte, ze pak dvojice ({oo, || - [loo) tvoli realny
normovany linearni prostor.

Resend. Operace s¢itani prvki z £ 1 nasobeni prvki z £, realnymi &isly jsou dobte
definovany, nebot soucet dvou omezenych posloupnosti je opét omezena posloup-
nost a nasobek omezené posloupnosti je také omezena posloupnost. Neni tézké
ovéfit, ze £oo s uvedenymi operacemi tvori realny vektorovy prostor. Poznamenej-
me jen, ze nulovym vektorem je posloupnost, jejiz vsechny ¢leny jsou rovny 0.

Ovétime, ze zobrazeni x — |[X|lo je norma na £. Pokud x = 0 € £, pak
snadny vypocet dava || x| o = 0. Pokud pro x € £ plati ||x|| = 0, potom pro kazdé
n € N musi platit |x,| = 0, a tedy x = 0. Mame-li x € £, a @ € R, potom

leexlloo = supflaxs|: n € N} = |af - sup{|xn|: n € N} = |a| - || X]|oo-
Pro x, y € {oo méme diky trojihelnikové nerovnosti (Véta [1.6.11)) a Véte [1.6.21|(a)
X + yll = sup{lxn + ynl: n € N} < sup{|xp| + |yn|: n € N}

< sup{lxal; n € N} + sup{|ynls n € N} = [x| + [Iy].
&

8.1.25. Priklad (prostor cg). Definujme cg jako mnozinu vsech posloupnosti real-
nych ¢&isel {x,}52, splnujici lim x,, = 0. S¢itani prvki z ¢o je definovano po sloz-
kach, stejné tak nasobeni prvkii z cg realnymi ¢isly. Pro x = {x,} € co, y = {yn} €
co aa € R tedy klademe x + y = {x, + yn} a ax = {ax,}. Dile pro x = {x,} € co
poloime ||x]|oc = sup{|x,|; n € N}. Dokazte, ze pak dvojice (¢, || - ||oo) tvoii realny
normovany linearni prostor.

Resent. Pokud x = {x,,} € co, Yy = {yn} € co, pak lim(x, + y,) = limx, + limy, =
0+0=0,atedyx+y € co. Proa € R platilimax, = «-0 = 0, a tedy opét ax € co.
Ponévadz kazdy prvek z co lezi v £oo, (Véta tvori co vektorovy podprostor
{oo. Zobrazeni x — x|/« je pak normou na ¢ podle Prikladu B.1.24. a

8.1.26.
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Podprostor, otevi‘ena koule a diametr.

8.1.27. Necht (P, o) je metricky prostor a M C P. Potom dvojice (M, 0|pxm)
zfejmé tvoii opét metricky prostor, nebot podminky (a)-(c) z Definice B.1.1 jsou
splnény pro véechna x, y, z z P, a tedy i pro véechna x, y, z z M. Z této tivahy plyne
korektnost nasledujici definice.

8.1.28. Definice. Necht (P, o) je metricky prostora M C P. Potom dvojici (M, 0|arxar)
nazyvame metrickym podprostorem metrického prostoru (P, 0). Metriku o|arxm

na prostoru M nazyvame indukovanou nebo téz zdédénou metrikou z prostoru
(P, 0) a znacime ji opét pouze symbolem o.

8.1.29. Definice. Necht (P, o) je metricky prostor, x € P ar > 0. Potom mnozinu
B(x,r) definovanou predpisem

Blx.r) =1y € Piolx.y) <r}
nazyvame otevienou kouli se stfedem x a polomérem r.

8.1.30. Priklad. Uvazujme metricky prostor R s eukleidovskou metrikou. Necht
x € Rar > 0. Dokazte, ze B(x,r) = (x —r,x + 7).

Reseni. Tvrzeni plyne z definice eukleidovské metriky na R elementarnim vypo-
étem. .

8.1.31 (gcometric kouli v R?). Na nasledujicich obrdzcich jsou zndzornény otevie-
né koule v R? se stfedem v poldtku a polomérem 1 postupné pro metriky o1, 02

a 0oo po fadé z Piikladti B.1.9, B.1.7a B.1.10.

1 S o P IE SXERERERTYY
—1 0 1 —1 0 i —1 0 1
—1 ';1...' ...... e e

8.1.32. Priklad. Necht (P, ggiskr) je diskrétni metricky prostor, x € P ar > 0.
Dokazte, Ze
{x}, pokudr <1,

B =
(. ) P, pokud r > 1.

Reseni. Tvrzeni plyne bezprosttedné z definice diskrétni metriky. Fy
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8.1.33. Definice. Necht (P, g) je metricky prostor, A C P a x € P. Potom vzdale-
nost bodu x od mnoziny A definujeme predpisem
dist(p o) (x, A) = inf{o(x,y); y € 4}.

Namisto symbolu dist(p g)(x, A) lze uzit také symboly dist,(x, 4), o(x, A) nebo
dist(x, A), je-li z kontextu jasné, s jakym metrickym prostorem pracujeme.
Specialné pro kazdé x € P plati dist(x, ) = oo.

8.1.34. Priklad. Necht (P, o) je metricky prostor, A, B C P, A C B,ax € P.
Dokazte, ze potom plati dist(x, B) < dist(x, A).
Reseni. Vzhledem k tomu, e A C B, plati

{o(x.y): y € A} Clo(x.y): y € B}
Tudiz
dist(x, B) = inf{o(x, y); y € B} <inf{o(x,y); y € A} < dist(x, A).
&
8.1.35. Definice. Necht (P, ) je metricky prostor. Diametr prostoru P definuje-
me predpisem
diam P = sup{o(x,y); x,y € P},
pokud je P neprazdny, a klademe diam @ = 0. Diametrem mnoziny A C P rozu-

mime diametr metrického prostoru (4, o).

8.1.36. Definice. Rekneme, 7e metricky prostor P je omezeny, jestlize plati diam P <
o0. Rekneme, 7e podmnozina A prostoru P je omezena, jestlize je metricky prostor
(A, 0) omezeny.

8.1.37. Necht (P, ¢) je metricky prostor. Je-li mnozina P prazdna nebo jednobo-
dova, pak plati diam P = 0. Jestlize ma mnozina P alespon dva rtizné body, pak
z podminky (a) v Definici plyne, ze diam P > 0.

8.1.38. Priklad. Necht P je mnozina. Dokazte, ze diskrétni metricky prostor (P, 0giskr)
je omezeny.

Reseni. Pro kazdé x, y € P plati o(x,y) < 1, a tedy diam P < 1. Tudiz je (P, 0diskr)
omezeny. S

8.1.39. Priklad. Necht (P, o) je metricky prostor. Dokazte nasledujici tvrzeni.

(@) Necht A ¢ B C P. Potom diam A < diam B.
(b) Necht A C P a P # 0. Pakje mnozina A C P omezena prav¢ tehdy, kdyz
existujir > 0ax € P takova, ze A C B(x,r).

Reseni. (a) Tvrzeni plyne z definice suprema a diametru a z inkluze

{o(x,y); x,y € A} C{o(x,y); x,y € B}.
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(b) = Pokud je 4 prazdna, pak zvolime x € P ar > 0 libovolné. Pokud je A
neprazdna zvolime x € A ar € (diam A4, 00). Pro kazdé y € A4 pak plati o(x, y) <
diam 4 < r. Tim jsme ovéfili inkluzi A C B(x,r).

< Pokud plati A C B(x,r) projistax € P ar > 0, pak pouzitim trojahelnikové
nerovnosti dostavame pro libovolné u, v € A nerovnosti

o(u,v) <o(u,x)+o(x,v) <r+r =2r.

Odtud plyne diam 4 < 2r < oo. Mnozina 4 je tedy omezena. Fy

8.2. Konvergence v metrickych prostorech

Konvergenci posloupnosti realnych ¢isel jsme se podrobné zabyvali v Kapi-
tole @ Nyni pojem konvergence zobecnime pro posloupnosti prvk metrického
prostoru. To nam umozni zkoumat konvergenci posloupnosti, jejichz ¢leny jsou
komplikovan¢jsi objekty nez realna ¢isla, napiiklad vektory, funkce, matice, mno-
ziny a dalsi.

8.2.1. Definice. Necht (P, ) je metricky prostor. Rekneme, Ze posloupnost {x,}
prvka P konverguje k prvku x € P v prostoru (P, ), jestlize platilim, o0 0(xn, x) =
0. Prvek x nazyvame limitou posloupnosti {x,} v (P, ¢). Konvergentni posloup-
nostiv (P, ¢) rozumime posloupnost, ktera ma limitu v (P, ).

8.2.2. Necht P = R. Pak vyse uvedeny pojem konvergence splyva s pojmem kon-
vergence posloupnosti realnych cisel.

8.2.3. Definice. Necht {x,} je posloupnost prvkii metrického prostoru (P, o). Jestli-
ze {nk )3, je rostouci posloupnost prirozenych ¢isel, pak fikame, ze {xn, }72, je
podposloupnost posloupnosti {x, }, pfipadné vybranou posloupnosti, z posloup-
nosti {x,}.

8.2.4. Véta (vlastnosti konvergence). Necht (P, o) je metricky prostor a {x,} je po-
sloupnost prvki P.
(a) Pak ma posloupnost {x,} v (P, ¢) nejvyse jednu limitu.
(b) Jestlize existuji ng € N a x € P takova, ze x, = x pro kazdé n € N,
n > no, potom je x limitou posloupnosti {x,}.
(c) Necht {x,,} je vybrana posloupnost z posloupnosti {x,}. Jestlize x € P
je limitou posloupnosti {x,} v (P, 0), pak x je také limitou posloupnosti
(X}

Diikaz. (a) Predpokladejme, Ze existuji prvky x, y € P, které jsou limitami posloup-
nosti {x,}. Zvolme ¢ > 0. K nému nalezneme ng,n; € N takové, ze o(x, x,) < € pro
kazdén > ng a o(y.x,) < € pro kazdé n > ny. Polozme n, = max{ng,n;}. Potom
plati

0 < o(x,y) < 0(x,xn,) + 0(Xny, y) < 2e.
Protoze & bylo zvoleno libovolné, plyne odtud, ze o(x, y) = 0, a tedy x = y.
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(b) Pro kazdé n > ny plati o(x,, x) = 0, a tedy lim, o 0(xs, x) = 0, takze prvek x
je limitou posloupnosti {x,}.

(c) Protoze posloupnost realnych &isel {o(x,, , X)} je vybrana z posloupnosti {o(x,, x)},
plyne z véty o limité¢ vybrané posloupnosti realnych ¢&isel (Véta R.2.30), ze plati

limg 00 0(Xp; . x) = 0, a tedy x je limitou posloupnosti {x,, }. [

8.2.5. Oznaceni. Pokud je posloupnost {x,} konvergentni v metrickém prostoru
(P, 0), pak je podle Véty (a) jeji limita urc¢ena jednoznac¢né a budeme ji znacit

. . . . T Q
lim,, o X, nebo jen lim x,,. Pokud lim x, = x, pak také piseme x, — x,n — oo,

v v Q
piipadné x, — x nebo pouze x, — x.

8.2.6. Priklad. Necht {x,} je posloupnost prvkii neprazdné mnoziny P. Dokazte,
ze {xn} je konvergentni v (P, gdiskr) pravé tehdy, kdyz existuji np € Nax € P
takova, ze x, = x pro kazdé n > ny.

ReSeni. = Necht x, — x pro néjaky prvek x € P. Potom lim, o 0(xs,x) = 0,
a tedy nalezneme ng € N takové, Ze pro kazdé n € N, n > ny, plati o(x,,x) < 1.
Z definice diskrétni metriky plyne, ze pro kazdé takové n plati x, = x.

< Tatoimplikace plati v kazdém metrickém prostoru, jak vyplyva z Véty (b)
Y

V nasledujicim prikladu ukazeme, Ze konvergence ve vicerozmérném cuklei-
dovském prostoru splyva s konvergenci ,,po slozkach®. Souradnice prvku z € R”
budeme v nasledujicim prikladu i pozdéji oznacovat 21,22, ..., 2Zn.

8.2.7. Priklad. Necht {x™}%_, je posloupnost prvki z R” a y € R”. Dokazte,
ze potom plati lim,,; o x™ = y pravé tehdy, kdyz pro kazdé i € {1,...,n} plati
limy, 00 X" = y;.

Reseni. = Pro kazdéi e {1,...,n} akazdé m € N plati [x[" — yi| < 02(x™, y).
Odtud plyne tvrzeni.

< Piedpokladejme, ze pro kazdéi e {1,...,n} platilim,;, o0 x[" = y;. Potom ze
spojitosti odmocniny (Priklad ), véty o aritmetice limit (Véta a Hei-
m»

neovy véty (Véta dostavame

lim o(x™,y) = lim
m—00 m—0o0

a tedy limp 00 Xx™ = y. Fy
8.2.8. Priklad. Nechtn € N. Dokazte, ze pro kazdé x, y € R” plati

01(x,y) < V/noa(x,y) < nos(x,y) <noi(x,y). (8.5)
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Reseni. Z Cauchyovy nerovnosti (Véta odvodime, Ze
n n
0106, ) =Y |xi —yil = > 1-|xi — yil
i=1 i=1

) (S )

i=1 i=1

= \/; Z(X,’ —y,-)2 = \/EQZ(X» y)

i=1

Dale odhadneme shora vyrazy |x; —y;i|,i = 1,...,m, jejich maximem, a dostaneme

02(x.y) = | D (max{lxi — yil: i € {1,....n}})°

i=1

= Vn-max{|x; — yils i €{1,....n}} = Vnow(x,y).

Nerovnost 0o (x, y) < 01(x, y) zfejmé plati. Dokazované tvrzeni pak plyne z pravé
odvozenych nerovnosti. -

8.2.9. Priklad. Nechtn € N, {x"}%°_, je posloupnost prvki z R” a y € R”. Do-

m=1
kazte, ze nasledujici tfi vyroky jsou ckvivalentni.

() Plati x™ 2 y.
(i) Platix™ 3 y.

(iii) Plati x™ %3 y.

Resend. ()= (ii) Predpokladejme, ze x™ 2 y. Potom lim,,;,—o 01(x™,y) = 0.
Z @ plyne, Ze pro kazdé m € N plati 02(x™.y) < /no1(x™,y). Protoze pro
kazdé m € N plati 02(x™,y) > 0, vyplyva z véty o dvou straznicich, ze také
limy, 00 02(x™, y) = 0, a tedy plati (ii).

(i)=(iii)  Predpokladejme nyni, ze plati x™ it y. Pak opét z @ dostaneme, ze
pro kazdé m € N plati goo (x™, y) < Vo2 (x™,y), a tedy limy, 500 Qoo (x™, y) = 0.
Tim je dokazano tvrzeni (iii).

(i)=(1) Konecné predpokladame-li, Ze plati x™ iy y, pak tvrzeni (i) vyplyva
obdobnym zptisobem jako v predchazejicich piipadech z nerovnosti o1 (x™, y) <
n0co(x™, y) platné pro kazdé m € N. s
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8.3. Topologické pojmy v metrickych prostorech

Terminy topologie a topologicky budou vysvétleny v zavéru piistiho oddilu. Nejpr-
ve zavedeme dva dilezité typy podmnozin metrickych prostorti (uzaviené a ote-
viené mnoziny), tfi mnozinové operace v metrickych prostorech (vnitiek, hranice
a uzavér) a budeme zkoumat jejich vlastnosti. Uzite¢nost téchto pojmii se projevi

v dalsich oddilech a kapitolach.
Uzavi'ené a oteviené mnoziny.

8.3.1. Definice. Necht (P, ) je metricky prostora M C P. Rekneme, e mnozZina
M je uzaviena v (P, g), jestlize pro kazdou konvergentni posloupnost {x,} prvka
mnoziny M je limita této posloupnosti prvkem M.

8.3.2. Priklad. Nechta,b € R, a < b.
(a) Dokazte, ze [a, b] je uzaviena mnozina v R.
(b) Dokazte, ze (a, b] neni uzaviena mnozina v R.

Reésend. () Necht {x,} je posloupnost prvku intervalu [a, b] splnujici x, — x pro
néjaké x € R. Podle plati H({x,}) = {x}. Podle Ptikladu tudiz plati
x € [a, b]. Tedy [a, b] je uzaviena mnozina.

(b) Polozme x, = a + b%“, n € N. Pak je {a,} posloupnost prvki intervalu (a, b]
splnujici x, — a. Protoze a ¢ (a, b], plyne odtud, ze (a, b] neni uzaviena mnozina.
*

8.3.3. Priklad. Necht (P, o) je metricky prostora M C P je kone¢na mnozina.
Dokazte, ze M je uzaviena.

Resend. Predpokladejme, ze {x,} je posloupnost prvkit M splnujici x, — x pro
néjaké x € P. Predpokladejme, ze x ¢ M. Polozme d = min{o(x,y); y € M}.
Protoze M je konecna, platid > 0. Dale zifejmé pro kazdén € N plati o(x,, x) > d.
To je ale spor s tim, Ze x, — x. Odtud plyne, ze x € M, a tedy je mnozina M
uzaviena.

Jiné Tesent. Predpokladejme, Ze {x,} je posloupnost prvka M splnujici x, — x pro
néjaké x € P. Mnozina M je kone¢na, a proto existuje z € M takové, Ze mnozina
{n € N; x, = z} je nekonecna. Existuje tedy vybrana posloupnost {x,, } z posloup-
nosti {x,} takova, ze x,, = z pro kazdé k € N. Potom diky V(b) mame
limx,, = z apodle Véty (c) méme lim x,, = x. Z Véty B.2.4(a) pak plyne
x=2z,atedyx e M. *

8.3.4. Priklad. Dokazte, ze v diskrétnim metrickém prostoru (P, g4iskr) je kazda
mnozina uzavrena.

Resend. Predpokladejme, ze M C P, {x,} je posloupnost prvkat M, x € P a plati
x, — x. Podle Ptikladu nalezneme ng € N a y € P takova, ze x, = y
pro kazdé n > ng. Odtud plyne y € M. Z Véty B.2.4(b) plyne x, — y, a tedy
z Véty (a) vyplyva x = y. Tedy x € M, takze M je uzaviena. &
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8.3.5. Véta (vlastnosti uzavienych mnozin). Necht (P, o) je metricky prostor.
(a) Prazdna mnozina a cely prostor P jsou uzaviené mnoziny v (P, 0).
(b) Necht ¥ je neprazdny systém uzavienych mnozin. Potom je mnozina
() ¥ uzavtena v (P, 0).
(¢) Necht m € N. Predpokladejme, ze mnoziny Fi,..., F;, jsou uzaviené.
Potom je mnozina | J/L, F; uzaviend v (P, 0).

Diikaz. (a) Prazdna mnozina neobsahuje zadnou posloupnost, takze implikace v de-
finici uzaviené mnoziny je splnéna. Uzavienost mnoziny P je zfejma.

(b) Predpokladejme, ze {x, } je posloupnost prvka () ¥ splnujici x, — x pro néjaké
x € P.Zvolme F € ¥ . Potom je {x,} posloupnost prvkii F. Protoze F je uzaviena,
platix € F. Protoze F byla zvolena libovolné, plyne odtud, Zze x € (| . Tedy (| ¥
je uzavfena mnozina.

(c) Predpoklddejme, ze {x,} je posloupnost prvkil | Jj—; F; spliujici x, — x pro
néjaké x € P. Protoze mnozin Fy,..., F, je kone¢né¢ mnoho, nalezneme j €
{1,...,m} takové, ze mnozina {n € N; x, € F;}je nckone¢na. Existuje tedy podpo-
sloupnost {x,, } posloupnosti {x,}, jejiz prvky jsou v F;. Podle Véty (o) plati
limg o0 Xn, = x. Protoze F; je uzavfena mnozina, plati x € Fj, a tedy tim spise
x € UL, Fi. Odtud plyne, ze |J/L, F; je uzaviend mnozina. |

8.3.6. V tvrzeni (c) Véty je dulezité, Ze systém mnozin, které sjednocujeme,
je konecny. Bez tohoto predpokladu obdobné tvrzeni neplati. Uvazujme mnoziny
F, = [%.1],n € N. Potom U:o=1[% 1] = (0,1]. Z Piikladu tedy plyne, ze

kazda z mnozin F, je uzaviena, ale mnozina | J,~; [%, 1] neni uzavrena.

8.3.7. Definice. Necht (P, o) je metricky prostor, M C P ax € P. Rekneme,
ze x je vnitfnim bodem mnoziny M, jestlize existuje r > 0 takové, ze B(x,r) C
M. Mnozinu vsech vnitfnich bod mnoziny M nazyvame vnittkem mnoziny M
a oznac¢ujeme symbolem Int M podle latinského slova interior (vnitfek).

Rekneme, Ze mnoZina M je oteviena v (P, ), jestlize kazdy jeji bod je jejim
vnitrnim bodem.

8.3.8. Priklad. Dokazte, ze v metrickém prostoru R je kazdy otevieny interval
oteviena mnozina.

Reseni. Necht a,b € R*,a < b, a x € (a,b). Polozme r = min{x —a,b — x,1},
potom ziejmé plati B(x,r) = (x —r,x + 1) C (a,b), a tedy x je vnitinim bodem
(a,b). Odtud plyne, ze (a,b) je oteviena mnozina. *

8.3.9. Priklad. Necht (P, o) je metricky prostor, xo € P arg > 0. Dokazte, ze
potom je B(xp, rg) oteviena mnozina.

ReSeni. Zvolme x € B(xq, ro). Polozme r = ro — 0(xo, x). Potom r > 0. Pro kazdé
y € B(x,r) navic plati

0(xg,y) < o(xp,x) + 0(x,y) < o(xg,x) +r = rg.
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Tedy y € B(xo,r0). Odtud plyne B(x,r) C B(xg,r¢). Kazdy bod mnoziny B(x, ro)
je tedy jejim vnitinim bodem, a proto je B(xo, o) oteviena mnozina. ry

8.3.10. Priklad. Dokazte, ze v metrickém prostoru R neni interval (0, 1] otevienou
mnozinou a ze plati Int(0, 1] = (0, 1).

Reseni. Necht r > 0. Potom B(1,r) = (1 —r,14+r) ¢ (0,1], takze bod x = 1
neni vnitinim bodem intervalu (0, 1]. Interval (0, 1] tedy neni otevienou mnozinou.
Z Prikladu vyplyva, ze kazdy bod x € (0, 1) je vnitinim bodem intervalu (0, 1),
a tedy 1 vnitfnim bodem intervalu (0, 1]. Odtud plyne, ze Int(0, 1] = (0, 1). *

8.3.11. Véta (vlastnosti otevienych mnozin). Necht (P, ¢) je metricky prostor.
(a) Prazdna mnozina a P jsou oteviené mnoziny v (P, 0).
(b) Necht § je systém otevienych mnozin v (P, ). Potom je mnozina | J§
oteviena v (P, g).
(¢) Necht m € N. Predpokladejme, Ze mnoziny Gi,..., G, jsou oteviené
v (P, 0). Potom je mnozina (;—, G; oteviend v (P, 0).

Diikaz. (a) Tvrzeni plyne bezprostiedné z definice oteviené mnoziny.

(b) Predpokladejme, ze x € | J§. Potom nalezneme mnozinu G € § takovou, ze
x € G. Protoze G je oteviena mnozina, nalezneme r > 0 takové, ze B(x,r) C G.
Tedy B(x,r) C |J¥. Odtud plyne, ze | § je oteviena mnozina.

(c) Necht x € ﬂ;"zl Gi. Potom x € G; pro kazdé i € {1,...,m}. Pro kazdé i e
{1,...,m} je mnozina G; oteviena, tedy nalezneme r; > 0 takové, ze B(x,r;) C G;.
Polozme r = min{ri; i € {1,...,m}}. Potom zfejmé plati B(x,r) C B(x,r;) pro
kazdé i € {l1,...,m}, a tedy B(x,r) C Gj, takze B(x,r) C (\i~; Gi. MnoZina
iz, Gi je tudiz oteviena. [

8.3.12. V tvrzen{ Véty B.3.11|(c) je dilezité, Ze pofet mnozin, které pronikdme,
je kone¢ny. Pro nekonecny systém otevienych mnozin obdobné tvrzeni neplati,
tj. prinik nekone¢né mnoha otevienych mnozin nemusi byt otevienou mnozinou.
Prikladem je prostor R, kde pron € N definujeme G, = (0,1 + %) Potom je podle
Piikladu pro kazdé n € N mnozina G, oteviend, ale (,—; G, = (0, 1], coz
nenf oteviena mnozina, jak vime z Pt{kladu B.3.10.

8.3.13. Véta (vztah otevienych a uzavienych mnozin). Necht (P, o) je metricky
prostor a M C P. Potom mnozina M je oteviena pravé tehdy, kdyz P \ M je
uzavrena.

Ditkaz. = Necht M je oteviena mnozina, {x, } je posloupnost prvki P\M,x € P
a plati x, — x. Pfedpokladejme, ze x € M. Potom diky otevienosti M nalezneme
r > 0 takové, ze B(x,r) C M. Nalezneme dale ng € N takové, ze o(xp,,x) < r.
Potom x,, € (P\M)NB(x,r), cozjespor. Tedy x ¢ M.To znamena, zex € P\M,
atedy P \ M je uzaviena mnozina.

&  Predpokladejme, Ze M neni oteviena mnozina. Pak nalezneme x € M takové,
ze pro kazdé r > 0 plati B(x,r) N (P \ M) # @. Specialné pro kazdé n € N plati
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B(x, %) N (P \ M) # 0. Tedy pro kazdé n € N lze nalézt x,, € B(x, %) N(P\M).
Posloupnost {x,} pak lezi cela v mnoziné P \ M a ziejmé splnuje x, — x. Protoze
x ¢ P\ M, plyne odtud, ze P \ M neni uzaviena. [

8.3.14. Priklad. Dokazte, Ze v diskrétnim metrickém prostoru (P, 04iskr) je kazda
mnozina oteviena.

Reseni. Zvolme M C P.Z Pi{kladu vyplyva, ze P\ M je uzaviena v (P, 0diskr)-
Podle Veéty jc tedy mnozina M oteviend v (P, 0diskr)- *

8.3.15. Véta (charakterizace vnittku). Necht (P, 0) je metricky prostora M C P.
Potom Int M je nejvétsi (vzhledem k mnozinové inkluzi) oteviena mnozina obsa-
zenav M.

Diikaz. Predpokladejme, Ze x € Int M. Potom nalezneme r > 0 takové, ze B(x,r) C
M. Dokazeme, ze B(x,r) C Int M. Zvolme y € B(x,r). Oznaéme s = r — o(x, ).
Potom s > 0. Dale plati B(y,s) C B(x,r), nebot pro kazdé z € B(y,s) mame

o(x,z) <o(x,y)+o(y.z) <olx,y)+s=r.

Tedy B(y,s) C M, takze y € Int M. Odtud plyne, Ze B(x,r) C Int M, a tedy Int M
je oteviena.

Nyni dokazeme, ze Int M je nejvétsi oteviena mnozina obsazena v M. Necht
G C M je oteviena mnozina. Potom pro kazdé x € G nalezneme r > 0 takové, Ze
B(x,r) C G. Plati tedy také, ze B(x,r) C M. To znamena, Ze x je vnitinim bodem
mnoziny M, a tedy x € Int M. Plati tudiz G C Int M. ]

8.3.16. Véta. Necht (P, g) je metricky prostora M C P. Potom
IntM = | J{B(x.r): x € P, r >0, B(x.r) C M}.

Ditkaz. Oznaéme
G =|J{B(x.r): xe P, r>0, B(x,r) C M}.

Predpokladejme nejprve, ze x € Int M. Potom nalezneme r > 0 takové, ze B(x,r) C
M. Odtud plyne, ze B(x,r) C G, a tedy specialn¢ x € G. Tim je dokazana inkluze
IntM CG.

Nyni predpokladejme, ze y € G. Pak nalezneme x € P ar > 0 takova, Ze
B(x,r) € M ay € B(x,r). Podle Prikladu je mnozina B(x,r) oteviena,
a tedy podle Véty B(x,r) C IntM. Tim je dokazana inkluze G C IntM,

a tedy mnozinova rovnost G = Int M. [ ]

8.3.17. Véta (oteviené podmnoziny R). Mnozina G C R je oteviena pravé tehdy,
kdyz G je spocetnym disjunktnim sjednocenim otevienych intervalii.
Diikaz. = Je-li G prazdna, pak tvrzeni plati, nebot sta¢i uvazovat prazdny systém
intervalii. Pfedpokladejme nyni, ze G # @. Necht y € G. Potom definujeme prvky
ay,b, € R* predpisem

ay =inf{x e R; [x,y] C G}, b, =sup{z €R; [y.z] C G}.
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Dokazeme, ze ay, b, ¢ G. Predpokladejme pro spor, ze ay, € G. Potom nalezneme
r > 0 takové, ze B(a,,r) C G, tedy (ay —r,ay +r) C G. Pro libovolné s € (0,r)
pak plati [a, —s,y] C G, to je ale spor s definici a,. Odtud vyplyva, ze a, ¢ G.
Obdobné l1ze dokazat, ze b, ¢ G. PovSimnéme si, Zze a, <y < by.

Dale dokazeme, zZe (ay,by) C G. Predpokladejme, ze z € (ay, by). Potom bud
z € (ay,y] nebo z € [y, by). V prvnim piipadé nalezneme podle definice a, prvek
x € (ay,z) takovy, ze [x,y] C G. Odtud plyne z € G. Ve druhém piipad¢ lze
odvodit platnost z € G obdobné.

Polozme ¢ = {(a,.by): y € G}. Potom plati | J§ C G. Opacna inkluze G C
U & je zfejma, nebot pro kazdé y € G plati y € (ay,by) € . Tedy G = (J 4.

Zvolme y, z € G. Dokazeme, ze potom bud (ay, by) = (az, b;) nebo (ay, by) N
(az.bz) = 9. Predpokladejme, ze (ay,by) # (az, b;). Jestlize a, = a,, potom b, #
b;. Bez Gjmy na obecnosti mizeme predpokladat, ze b, > b;. Potom ale b, €
(ay.by),atedy b, € G, coz je spor. Jestlize a, # a;, potom bez Gjmy na obecnosti
muzeme predpokladat, ze a, < a;. Protoze a; ¢ G, plati a; ¢ (ay,by). Takze
by < az,atedy (ay,by)N(az,b;) = @. Systém ¢ je tedy disjunktni. Z Piikladu
pak plyne, ze systém ¢ je spocetny.

& Tato implikace plyne z Ptikladu a Véty 8.3.11|(b). ]

Hranice a uzavér mnoziny. Pojem hranice geometrického objektu v roviné ¢i
prostoru jsme zvykli bézné pouzivat intuitivnim zptisobem. V nasledujici definici
zavedeme tento pojem presné v libovolném metrickém prostoru.

8.3.18. Definice. Necht (P, ) je metricky prostor, M C P ax € P. Rekneme, Ze
x je hrani¢nim bodem mnoziny M, jestlize pro kazdé r > 0 plati B(x,r) N M # @
a B(x,r)N (P \ M) # @. Mnozinu vsech hrani¢nich bod mnoziny M nazyvame
hranici mnoziny M a znacime ji M .

8.3.19. Hrani¢ni bod mnoziny v metrickém prostoru miize a nemusi byt prvkem
této mnoziny. Pfimo z definice vyplyva, Ze hranice libovolné mnoziny M v metric-
kém prostoru (P, ) je rovna hranici mnoziny P \ M.

8.3.20. Priklad. Necht P je mnozinaa M C P. Dokazte, ze v prostoru (P, 0diskr)
plati oM = @.

ReSent, Predpokladejme, ze x € P. Potom pro r € (0, 1] podle Piikladu plati
B(x,r) = {x}. Zvolme x € M, pak B(x,r) N (P \ M) = @. Je-linaopak x € P\ M,
pak B(x,r) N M = 9.V obou piipadech x neni hrani¢nim bodem M. Vzhledem
k tomu, ze x bylo zvoleno libovolné, je 0M = @. ry

8.3.21. Priklad. Dokazte, Ze v metrickém prostoru R je hranici intervalu (0, 1)
mnozina {0, 1}.

Reéseni. Oznaéme M = (0,1). Zvolme r > 0. Potom B(0,r) = (—=r,r), a tedy
BO,r)yNM D B(O, min{r, 1}) NM=(0,r)#0 a
BO,r)N(R\M)D B(O,min{r, 1}) NER\M) = (-r0] # 0.
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Odtud plyne, ze 0 € IM . Podobné lze dokazat, ze 1 € 0M.

Jellix € R\ [0, 1], pak nalezneme r > 0 takové, ze B(x,r) N M = @, a tedy
x ¢ oM. Je-li x € (0,1), pak nalezneme r > 0 takové, ze B(x,r) N (R\ M) = 0,
a tedy opét x ¢ dM. Odtud jiz vyplyva platnost dokazovaného tvrzeni. *

8.3.22. Priklad. Dokazte, zZe v metrickém prostoru R plati 0Q = Ra d(R\Q) = R.

ReSeni. Zvolme x € Rar > 0. Podle Véty nalezneme y € R a z € R splnujici
y € Bx,r)NQaz e B(x,r) N (R\ Q). Odtud plyne, ze x € dQ a také x €
IR\ Q). Iy

8.3.23. Definice. Necht (P, ) je metricky prostora M C P. Ozna¢me M=MU
0M . Potom mnozinu M nazyvame uzavérem mnoziny M v prostoru (P, ).

8.3.24. Necht (P, 0) je metricky prostora M C P. Potom zfejmé plati M C M.

8.3.25. Véta. Necht (P, ) je metricky prostor a M C P. Potom M je uzaviena
pravé tehdy, kdyz 0M C M, neboli M = M.

Ditkaz. =  Predpokladejme, Ze M je uzaviena mnozina a x € dM. Potom pro
kazdé n € N nalezneme x, € B(x, %) N M. Ziejmé plati x, — x. Z uzavrenosti M
pak plyne, ze x € M.

< Necht {x,} je posloupnost prvkt M splnujici x, — x, kde x € P. Jestlize
x € dM, potom dle predpokladu plati x € M. Ptedpokladejme, ze x ¢ OM . Potom
nalezneme r > 0 takové, Zze bud B(x,r) N M = @ nebo B(x,r) N (P \ M) = 0.
Prvni mozZnost nemuze nastat, protoze x, — x a pro kazdé n € N plati x, € M.
Tudiz plati B(x,r) N (P \ M) = @. Specialné tedy x € M. Odtud plyne, ze M je
uzavrena. Tim je tvrzeni dokazano. [ |

8.3.26. Priklad. Dokazte, ze plati (0,1) = [0, 1].
Reseni. Podle Piikladu plati 9(0, 1) = {0, 1}. Odtud plyne, ze (0,1) = [0, 1].

&»

8.3.27. Priklad. Dokazte, ze mnozina Q neni otevfena ani uzaviena v R a plati
IntQ=0aQ =R.
Resend. Z Piikladu vime, ze 0Q = R, takze Q = R. Tudiz Q # Q, a tedy
mnozina Q neni uzavrena v R.

Zvolme x € Q ar > 0. Potom podle Véty nalezneme y € B(x,r) N (R \
Q). Tedy B(x, r) neni podmnozinou Q, takze x neni vnitinim bodem mnoziny Q.

Zédn}’/ bod Q tedy neni vnitinim bodem mnoziny Q, a tedy Q neni oteviena v R
alntQ = @. s

8.3.28. Véta (vlastnosti uzavéru). Necht (P, o) je metricky prostor,A C PaB C P.
Potom plati:

(@ @=0aP =P, L

(b) jestlize A C B, potom A C B,
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() A ={x € P; dist(x, A) = 0},

(d) mnozina 4 je uzavien,

() AUB =AU B,

(f) diam A = diam 4,

(g) A je nejmensi (vzhledem k inkluzi) uzaviend mnozina obsahujici A.

Diikaz. (a) Zejmé plati 00 = @ a 0P = @. Tvrzeni pak okamzit¢ plynou z definice
uzavéru.

(b) Predpokladejme, ze x € A. Pokud x € B, pak x € B. Jestlize x € A\ B,
potom specidlné x € A\ 4, a tedy x € d4. Zvolme r > 0. Potom B(x,r) N A # 0,
a tedy také B(x,r) N B # @, nebot A C B. Z toho, ze x ¢ B, dale zfejmé plyne, ze
B(x,r)N (P \ B) # 0. Tedy x € dB. Protoze dB C B, dostdvame x € B.

(c) Oznatme M = {x € P; dist(x, A) = 0}. Ztejmé plati A C M. Pfedpokladejme,
ze x € dA. Potom pro kazdé n € N nalezneme x, € B(x, %) N A. Pak pro kazdé
n € N plati dist(x, 4) < %, a tedy dist(x,4) = 0, neboli x € M. Mame tedy
dA C M. Tim jsem ovéiili inkluzi A C M.

Dokazeme nyni opacnou inkluzi. Predpokladejme, ze x € P \ A. Pak x ¢
0A. Ponévadz x € P \ A, musi podle definice hranice existovat r > 0 takové, Ze
B(x,r) N A = 0. Pak plati dist(x, A) > r > 0, a tedy x ¢ M. Tim je inkluze M C A
dokazana.

(d) Ptedpokladejme, ze x € P\ A. Potom podle (c) plati dist(x, A) > 0. Zvolme
r € (0,dist(x, A)). Potom B(x,r) N A = @. Bod x je tedy vnitinim bodem P \ A.
Odtud plyne, ze mnozina P \ 4 je oteviena, a tedy je A uzaviena (Véta ).
(e) Protoze A C AUB, plynez (b),2¢ A C AU B. Obdobné dostaneme B C AU B,
atedy AUB C AU B.

Dokazeme opaénou inkluzi. Vime, ze AU B C AU B, a tedy podle (b) plati
AUB C AU B.Podle (d) a Véty (c)jc AU B uzaviena mnozina, tedy AU B =
AU B.Odtud plyne,2e AUB C AUB = AU B.

(P Pokud 4 = @, pak tvrzeni zfejmé plati. Piedpokladejme, ze A # @ a x,y € A.
Zvolme ¢ > 0. Podle (c) nalezneme x’, y’ € A takova, ze o(x,x’) <eao(y,)) <e.
Potom

o(x,y) < o(x.x") +o(x",y") + 0(y', y) < 2¢ + diam 4.
Protoze ¢ bylo zvoleno libovolné, plyne odtud, Ze diam 4 < diam A. Opacna ne-
rovnost plyne z a Prikladu (a).
(g) Predpokladejme, Ze F je uzaviena mnozina splnujici A C F. Podle tvrzeni (b)
potom plati A C F. Protoze F je uzaviena mnozina, plati F = F,takze A C F.
Podle tvrzeni (d) je mnozina A uzaviena a navic zfejmé plati 4 C 4. ]

8.3.29. Priklad. Necht (P, o) je metricky prostor, x € P, 0 < r < s. Potom
B(x,r) C B(x,s).
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Reseni. Predpokladejme, 7e y € B(x,r). Potom podle Véty B.3.2d(c) existuje z €

B(x,r) spliujici o(z, y) < s — r. Potom mame
o(x.y) =eo(x.z) +eolz.y) <r+s—r=s.

Plati tedy y € B(x,s), ¢imz je tvrzeni dokazano. *

8.3.30 (relativita topologickych pojmu). Vlastnosti, které v teorii metrickych pro-
stori vypovidame o mnozinach (napf. otevienost, uzavienost), zavisi na metric-
kém prostoru, vzhledem ke kterému tyto vlastnosti uvazujeme. Mame-li naptiklad
metricky prostor (P,0) a A C Q C P, pak je tfeba brat v potaz, zda tvrzeni o mno-
zin¢ A vztahujeme k metrickému prostoru (P, ¢) nebo (Q, ¢). Pokud hrozi nedoro-
zuméni, pak je tfeba uvést, v kterém metrickém prostoru pracujeme. Naptiklad je-li
(P, ) metricky prostor a A C P, pak uzavér mnoziny A v prostoru (P, o) mtizeme
Y .. —(P.0) . —P
pro upiesnéni oznacit A nebojen A" .
Nasledujici véta ukazuje vztah mezi uzavérem mnoziny A v prostoru (P, )
a v prostoru (Q,0). Vztah otevienych (respektive uzavienych) mnozin v (P, o)

a otevienych (respektive uzavienych) mnozin v (Q, o) je zachycen ve Vété .
8.3.31. Véta (relativni uzavér). Necht (P, o) je metricky prostora A4 C Q C P.
Potom plati 4% = 4" n 0 (=4 n 0).

Ditkaz. Inkluze C. Predpokladejme, ze x € 42, Potom x € 0 adist(g g)(x, 4) = 0.
Ponévadz dist(g o) (x, A) = dist(p,g)(x, A), mame dist(p o) (x, A) = 0. Potom tedy
platix e AN Q.

Inkluze >. Ptedpokladejme, ze x € ANQ. Bod x je prvkem Q, a tedy plati dist(g o) (x, 4) =
dist(p ) (x, A). Ponévadz x € A, mame dist(g q)(x, A) = dist(pg)(x, 4) = 0, a tedy
xea?. [
8.3.32. Véta. Necht (P, o) je metricky prostora A C Q C P. Potom 4 je oteviena

(respektive uzaviena) v (Q, ¢) pravé tehdy, kdyz existuje mnozina B C P oteviena
(respektive uzaviena) v (P, o) splnujici A = BN Q.

Ditkaz. Pripad otevienych mnozin. =  Necht A je oteviena mnozina v prostoru (Q, 0).

Podle Véty je
A= J{Bo(x.r): x€ Q. r>0. Bo(x.r) C A},

kde Bo(x,r) = {y € Q; o(x,y) < r}, neboli Bg(x,r) je koule o stfedu x a polo-
méru r v prostoru (Q, ¢). Ozna¢me

B = U{B(x,r); xeQ,r>0, Bo(x,r) C A}.

Podle Véty (b) je B oteviena mnozina v prostoru (P, g). Navic zfejmé plati
A=BnQ.
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<  Predpokladejme, ze B je oteviena mnozina v (P, o) splnujici A = B N Q.
Podle Véty je
B = U{B(x,r); x € P, r>0, B(x,r) C B}.

Potom plati
A= U{BQ(x,r); xeQ,r>0, B(x,r) C B},
tedy
A= U{BQ(x,r); xeQ,r>0, Bo(x,r) C A}.
Tedy opét podle Véty (b) je mnozina A oteviena v prostoru (Q,0). Tim je
dokazano tvrzeni véty pro pripad, kdy mnozina 4 je oteviena.

Pripad uzavienjch mnozin. =  Predpokladejme, ze A C Q je uzaviena v (Q,0). Po-
tom je mnozina Q \ 4 otevienav (Q, ) (Véta . Podle jiz dokazaného tvrzeni
existuje oteviend mnozina H v (P, ¢) splnujici HNQ = Q\A. Polozime B = P\H.
Pak je mnozina B uzaviena v (P, o) podle Véty a splnuje
BNO=(P\H)NQ=0\H=0\(Q0\4) =4,

¢imz je tato implikace dokazana.

< Nyni pfedpokladejme, ze pro mnozinu A C Q existuje B C P, ktera je uza-
vienav (P,0) a A = BN Q. Potom je mnozina P \ B otevienav (P,0)a Q \ A =
(P\B)NQ.Podlejiz dokazaného tedy mame, ze mnozina Q\ 4 je oteviena v (Q, o).
Podle Véty je tak A uzavienav (Q, o). u

8.3.33. Priklad. Dokazte, ze interval [0, 1] je otevienou mnozinou v prostoru [0, 1]U
(2,3) se zdédénou eukleidovskou metrikou v prostoru R.

Reseni. Oznaéme P =R, Q0 =[0,1]U(2,3),A=[0,1]a B = (—%, %) Potom je B
otevienav P a A = B N Q. Podle Véty je pak 4 otevienav Q. a

Husté mnoziny.
8.3.34. Definice. Necht (P, ) je metricky prostor. Rekneme, Ze mnozina A C P
jehustav (P, o), jestlize A = P.

8.3.35. Bude uzite¢né si uvédomit, ze mnozina A C P je husta pravé tehdy, kdyz
pro kazdé x € P existuje posloupnost {x,} prvkti mnoziny A splnujici lim x,, = x.

8.3.36. Priklad. Dokazte, ze Q aR \ Q jsou husté v R.

Reseni. Zvolme x € R a e > 0. Potom podle Véty existuje racionalni ¢islo
g € B(x,e). To znamena, ze dist(x,Q) < e. Vzhledem k tomu, ze ¢ > 0 bylo
zvoleno libovolné, dostavame dist(x, Q) = 0, a tedy x € Q. Méame tak Q = R.
Hustotu m v R lze dokazat obdobné¢, jenom Vétu nahradime vysled-
kem z Piikladu [1.8.23. Fs
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8.3.37. Lze ukazat, ze mnozina vSech polynomii na [a, b], kde [a,b] C R, je hus-
ta v (€([a,b]), 0sup). Diikaz tohoto zajimavého tvrzeni uvedeme az v Kapitole @

(Véta[l1.2.6).

8.3.38. Priklad. Necht P je mnozinaa A C P. Dokazte, Ze A4 je hustd v prostoru
(P, 0diskr) pravé tehdy, kdyz A = P.

Reseni. Pokud A = P, pak je A ztejmé husta v P. Pokud A=rP, pak pro libovolné
x € P plati dist(x, 4) = 0. Existuje tedy y € A takové, ze ggiskr(x, y) < 1. Potom
ale nutn¢ x = y a mame tak x € A. Dokazali jsme tedy, ze A = P. *

8.3.39. Véta (charakterizace hustych mnozin). Necht (P, ) je metricky prostor.
Mnozina A C P je husta v P pravé tehdy, kdyz pro kazdou neprazdnou otevienou
mnozinu G v P plati G N A # .

Ditkaz. = Necht G C P je neprazdna a oteviena v P. Potom existuje x € G.
K nému nalezneme r > 0 takové, ze B(x,r) C G. Ponévadz A = P, plati podle

Véty (c), ze dist(x, A) = 0. Potom plati B(x,r)NA # @,atedy také GNA # 0.

& Predpokladejme, ze x € P. Potom je pro kazdé r > 0 mnozina B(x,r) ne-
prazdna a oteviena. Plati tedy B(x,r) N A # 0. To znamena, ze dist(x, 4) < r,
a tedy musi byt dist(x, 4) = 0. Plati tedy x € 4 (Véta (c)) Odvodili jsme
P =4, takze Ajehustav P. [ |

8.3.40. Necht (P, o) je metricky prostor, A C P je hustaia G C P. Mnozina ANG
nemusi byt hustd v G, nebot A N G mize byt prazdna a G neprazdna. Pokud ale
G je navic oteviena v P, pak je jiz G N A husta v G. Odvozeni neni tézké. Zvolme
otevienou neprazdnou mnozinu H C G v G. Podle Véty existuje mnozina
H, ktera je oteviena v P a spliuje H = H N G. Vzhledem k otevienosti mnozin H
aGv PjeHotevienav P. Pakplati AN H = ANGNH # (ZipodleVéty,
nebot A je husta v P. Podle téze véty je pak AN G hustav G.

Ridké mnoziny.

8.3.41. Definice. Necht (P, ) je metricky prostor. Rekneme, 7e¢ mno%ina A C P
je ¥idka v (P, 0), jestlize je mnozina P \ 4 je husta v P.

8.3.42. Priklad. Dokazte nasledujici tvrzeni.

(@) Nechtx € R. Potom je jednobodova mnozina {x} ridka v R.

(b) Mnozina ptirozenych ¢isel N je fidka v R.

(¢) Mnozina racionalnich ¢isel Q neni fidka v R.
Resend. (a) Zvolme neprazdnou otevienou mnozinu G C R. Nalezneme y € G
ar > 0takova, ze (y —r,y +r) C G. Ztejmé plati (y —r,y +r) \ {x} # 0, a proto
G N R\ {x}) # 0. Podle Véty B.3.39 je R \ {x} hustd. Ponévadz R \ {x} = R\ {x}
podle Prikladu , dostavame, Ze mnozina {x} je ridka.
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(b) Mnozina N je uzaviena v R, protoze plati

R\N = (=co. ) U | J(n.n+ 1)
neN
aR\N je tedy oteviena v R podle Véty B.3.17. Staéi tedy dokézat, ze R\N je husta.
Zvolme neprazdnou otevienou mnozinu G C R. Potom G obsahuje neprazdny
otevieny interval, a je tedy podle ?? nespocetna. Odtud plyne G N (R \ N) =
G \ N # 0. Podle Véty B.3.39 je R \ N hustd, coz implikuje f{dkost mnoziny N.

(c) Podle Ptikladu jeR\Q =R\ R = ¢, takze Q nenf fidka v R. Py

8.3.43. Priklad. Necht P je mnozina a A C P. Dokazte, ze mnozina A je rfidka
v metrickém prostoru (P, 0disk:) pravé tehdy, kdyz je prazdna.

Reseni. =  Mnozina P \ 4 je husta, a tedy P \ A = P podle Piikladu .
Miame tedyz = @, takze 4 = 0.

< Tato implikace je zfejma a plati v kazdém metrickém prostoru. Fy

8.3.44. Véta (charakterizace fidkych mnozin). Necht (P, ) je metricky prostor
a A C P.Mnozina A je tfidka v P pravé tehdy, kdyz pro kazdou neprazdnou ote-
vienou mnozinu G C P existuje neprazdna oteviend mnozina H C G takova, ze
HNA=29.

Ditkaz. = Necht G C P je oteviena neprazdna mnozina. Pak polozime H =
G N (P \ A). Potom je H oteviend, nebot je prinikem dvou otevienych mnozin.
Ziejmé plati H C G. Mnozina H je navic neprazdna, nebot mnozina P \ 4 je
husta a podle Véty ma tedy s G neprazdny prinik. Navic ptimo z definice
mnoziny H plyne H N A = 0.

<  Necht G C P je neprazdna oteviena mnozina v P. Podle predpokladu exis-
tuje neprazdna oteviena mnozina H C G spliujici H N A = @. Mnozina P \ H
je uzaviend, obsahuje 4, a proto podle Véty (g) plati A C P\ H, takze také
H C P\ A. Tedy GN (P \A) # @. Podle Véty je tudiz mnozina P \ 4 husta

v P, coz znamena, ze A je fidka. [
8.3.45. Piiklad. Nechta,b € R, a < b. Oznaéme
A={f €€(a.b]): Vx €[a,b]: | f(x)| < 1}.

Dokazte, ze

(a) A jeridka v metrickém prostoru (€([a, b)), Qint),
(b) A neni fidka v metrickém prostoru (€([a, b)), Qsup)-

Resend. (a) Nejprve dokédzeme, Ze A je uzaviend v prostoru (€([a, b)), Qinc). Necht
g € €(la,b]) \ A. Potom existuje ¢ € [a, b] takové, ze |g(c)| > 1. Pfedpokladejme,
ze ¢ # b. Ze spojitosti funkce g pak plyne, Ze existuje d € (c,b) takové, ze pro
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v 17 { c 1
kazdé x € (c,d) plati [g(x)] > %

kazdé x € (c,d) plati
| f(x) =g = || f)] =g = [g(x)] = | £ ()]

S lg@l+ 1 g@l=1
-2 2

. Potom pro kazdou funkci f € 4 a pro

a tedy

b d
om(fg) = / () — gl dx = / /() — ()] dx

d —1 —1
. / gl =1 d—c) MOl

c 2 2
To znamena, Ze @iy (g, A) > (d — c)% > 0, a tedy podle Véty (c) pla-
ti g ¢ A. Z toho plyne, ze A = A, a tedy A je uzaviena v metrickém prostoru
(€(la.b]), gint)- V piipadé, ze ¢ = b, nalezneme d € (a,c) takové, Ze pro kazdé

x € (d,c) plati |g(x)| > w a déle postupujeme obdobné, pri¢emz misto inter-

valu (¢, d) pracujeme s intervalem (d, c).
Diky uzavtenosti A plati €([a, b])\ A = €([a. b])\ A. K ditkazu fidkosti mnoziny
A v prostoru (€([a, b]), gine) tedy staci dokazat, ze

€([a.b]) \ A = C([a,b]).

Zvolme h € €([a,b]). Nechtng € N je takové, ze % <b—a.Pron > ng polozme

n(h(a+%)—2)-(x—a)+2, pro x € [a,a—i—,ll),

hn(x): §h(x), pI'OXE(a‘}_%,b]'

Potom h, € €([a,b]) \ A, nebot h, je zfejmé spojita na [a, b] a h,(a) = 2. Oznacme
M = supy, ;; |hl. Vzhledem ke spojitosti funkce & je M koneéné &islo. Pak plati

b a+%
Oini(hn. 1) = / i (x) — ()] dx < / (hn (O] + h())) dx

a+%
5/ (n(h@a+ H1+2)- 1 +2+ M)dx

aty OIM +4
< / QM +4ydx = 212
a n
Protoze limy— o0 2Mn+4 =0, plyne odtud, Ze lim, o Qinc(hn. h) = 0,2 thy hy Lﬁ; h.

To znamena, ze h € €([a,b]) \ A,atedy €([a,b])\ A je hustav (E([a, b]), 0in), takze
A je v tomto prostoru ridka.

(b) Oznaéme f nulovou funkci na intervalu [a, b]. Potom oteviend koule B(f, 1)
tvoti otevienou neprazdnou mnozinu v (€([a, b]), 0sup), kterd je obsazena v A. Pod-

le Véty pak A neni tidka v (€([a, b]), Osup)- a*
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8.3.46. Véta (vlastnosti fidkych mnozin). Necht (P, o) je metricky prostora 4, B C
P.

(@) Je-li Atidkav P a B C A, pak také B jeridka v P.

(b) Jsou-li mnoziny A a B fidké v P, pak také AU B je tidka v P.

(c) Mnozina 4 je ¥idk4 v P pravé tehdy, kdyz 4 je fidka v P.

Dikaz. (a) Podle VétyB.3.2§(b) plati B € 4, atedy P\ 4 C P\B. Mnozina P\4 je
husta, a tedy podle Véty je hust4 i mnozina P \ B. To znamen4, Ze mnoZina
B jetidkav P.
(b) Podle Véty (e) a De Morganovych pravidel (Véta ) plati
P\AUB=P\(AUB)=(P\A)N(P\B). (8.6)
Protoze mnoziny A4 a B jsou fidké v (P, 0), jsou obé mnoziny P\ Aa P\ B v tomto
prostoru husté. Navic jsou podle Véty B.3.13 ob¢ oteviené. Zvolme neprazdnou
otevienou mnozinu G C P. Potom je mnozina G N (P \ A) otevien4 a diky hustoté
P \ 4 je také neprazdna. Mnozina P \ B je hust4, a proto je mnozina G N (P \
A) N (P \ B) neprazdna. Mnozina (P \ A) N (P \ B) je tedy husta. Z 6.6 plyne,
ze mnozina P\ AU B je hustav P,atedy AU B jetidkav P.

(c) Z Vety B.3.28(d) vyplyva, ze P \j = P\ A. Odtud jiz tvrzeni snadno plyne. =

8.3.47.Véta. Necht (P, o) je metricky prostora G C P je oteviena husta mnozina
v P. Potom je mnozina P \ G fidkav P.

Diikaz. Podle Véty B.3.13 je mnozina P \ G uzavienav P,atedy P\ G = P \ G.
Protoze G je husta v P, dostavame

P\P\G=P\(P\G)=G="P
Mnozina P \ G je tedy fidka v P. [
Hromadné body.

8.3.48. Definice. Necht (P, o) je metricky prostor, M C P aa € P. Rekneme, Ze
a je hromadnym bodem mnoziny M, jestlize pro kazdé & > 0 plati

M N (B(a,¢) \ {a}) # 9.
Mnozinu vsech hromadnych bod mnoziny M nazyvame derivaci mnoziny M
a znac¢ime ji symbolem M’. Rekneme, #e a jeizolovanym bodem mnoziny M , jestli-
zeae M\ M'.
8.3.49. Priklad. Uvazujte metricky prostor R a mnozinu M = (0, 1). Dokazte, ze
M’ =[0,1].
Reseni. Zvolme x € [0, 1] a r > 0. Pak neni té7ké si rozmyslet, ze plati

(B(x,r)\{x}) N M # 0.
Odtud plyne inkluze [0, 1] C M.
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Nyni zvolme x ¢ [0, 1]. Polozme r = min{|x|, |x — 1[}. Potom r > 0 a zfejm¢
plati B(x,r) N M = @. Odtud plyne inkluze M’ C [0,1], a tedy celkem M’' =
[0,1]. *

8.3.50. Priklad. Necht M = {% n € N}. Dokazte, ze M' = {0}.
ReSeni. Zvolme & > 0. K nému nalezneme n € N splnujici n > % Polozme y = %
Potomy #0ay € B(0,e) N M. Tedy 0 € M".

Nyni zvolme x # 0. Polozme

|x], je-li x € (—00,0),

min{|x—%|,|x—ﬁ|}, je-lixe(n—il,%),nEN,
1 ST 1

m, JC']IX = ;,n € N,

|x —1], je-lix € (1, 00).

Ve vech piipadech potom plati ¢ > 0a (B(x,e) \ {x}) N M = 0. Tedy x ¢ M'.
Odtud plyne, ze M’ = {0}. *

8.3.51. Priklad. Necht {a,}2 je prosta omezend posloupnost realnych ¢isela M =
{an; n € N}. Dokazte, 2e M’ = H({ay}).

Resent. Predpokladejme, ze x € H({an}) a {ni}p>, je rostouci posloupnost pfi-
rozenych cisel splnujici limg o0 an, = x. Zvolme ¢ > 0. K nému nalezneme
ko € N takové, ze pro kazdé k € N, k > ko, plati |a,, — x| < &. Z toho, ze po-
sloupnost {a,} je prosta, plyne, Ze existuje k € N, k > ko, takové, ze a,, # x.
Pak a,, € (B(x,e) \ {x}) N M. Odtud plyne x € M'. Tim je dokazana inkluze
H({an}) C M'.

Nyni predpokladejme, zZe x € M’. Budeme konstruovat vybranou posloup-
nost s limitou rovnou x. Podle definice hromadného bodu pro kazdé ¢ > 0 plati
(B(x,e)\{x})NM # @. Lze tedy nalézt n; € N takové, ze a,, € B(x, 1)\ {x}. Pfed-
pokladejme, ze pro né¢jaké k € N jiz mame urcena prirozend ¢islany < -+ < ng
splnujicia,, € B(x, %)\{x} prokazdé j € {1,...,k}. Mnozina A = {a;; j < ni}je
konec¢na, a proto existuje ¢ € (0, kl?) takové, ze AN (B(x,¢)\{x}) = 0. Pak lze na-
lézt ng 11 € N takové, zeay, | € B(x, 8)\{x}. Diky volb¢ e mame ng 41 > ng. Podle
principu matematické indukce dostaneme touto konstrukei rostouci posloupnost
pfirozenych ¢isel {ng )22 ,, pro kterou navic zfejmé plati limg o0 @y, = x. Odtud
plyne, ze x € H({an}), atedy M" C H({a,}). Tim je rovnost M’ = H({a,}) doka-
zana. a

8.3.52. Priklad. Necht (P, ggiskr) je diskrétni metricky prostor. Dokazte, ze P’ = 0.

ReSeni. Pro kazdé x € P ztejmé plati B(x, 1) = {x}, atedy B(x,1) \ {x} = 0. Tudiz
x ¢ P'. Protoze x bylo zvoleno libovolné, plyne odtud, ze P’ = @. Fy
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8.4. Spojita zobrazeni mezi metrickymi prostory

V Kapitole @jsme definovali pojmy limita a spojitost realné funkce. V tomto
oddilu zavedeme tyto pojmy i pro zobrazeni mezi metrickymi prostory.

Spojitost zobrazeni.

8.4.1. Definice. Necht (P,0) a (Q,0) jsou metrické prostory, f je zobrazeni z P
do Q,a € P aM C P.Rekneme, e zobrazeni fje

(a) spojité vbodé a vzhledem k mnoziné M, jestlize a € M a plati

Ve>038>0VxeM: (o(x,a) <8 = o(f(x). f(a)) <e), 8.7
(b) spojité vhbodé a, jestlize je spojité v a vzhledem k P,
(c) spojité namnoziné M, jestlize je spojité v kazdém bodé x € M vzhledem
kM,

(d) spojité, jestlize je spojité na P.
8.4.2 (komentéi k Definici B.4.1). (a) Pokud je zobrazeni f spojité v bodé a vzhle-
dem k M, pak existuje n > 0 takové, ze B(a,n) " M C D(f).
(b) Vyrok (.7 muzeme ekvivalentné zapsat takto

Ve>038>0Vx e By(a, ) N M: f(x) € Bs(f(a),e).

(c) Spojitost zobrazeni f z P do Q zavisi nejenom na tom, jak je f definovano,
ale také na tom, jaké metriky uvazZujeme na mnozinach P a Q.
(d) Je-li P = Q = M = R, pak vyse uvedena definice spojitosti souhlasi s definici
spojitosti realné funkce jedné realné proménné.
8.4.3. Priklad. Nechti,n € N,i < n,a 7;: R” — R je zobrazeni definované
predpisem 7; (x) = x;. Dokazte, ze 7; je spojité.

ReSeni. Zvolme a € R" a e > 0. Polozme § = . Potom pro kazdé x € B(a, §) plati

|7 (x) — 7 (@)| = |x; —a;| < ,/Z(x,- —aj)?
ji=1

=02(x,a) <8 =¢,
a tedy 7; je spojité v a. Bod a € R” byl zvolen libovolné, a proto je 7; spojité na
R™. &

8.4.4. Priklad. Necht (X, ||-||) je normovany linearni prostor. Dokazte, ze x + ||x||
je spojité zobrazeni z X do R.

Reseni. Podle vlastnosti z Definice plati pro kazdé x,y € X
lxl <llx=yll+1yla Ayl =ly—xl+Ilxll=lx=yl+lxl. (838
Diky @) plati pro kazdé x,y € X
Il = 1yl| < llx =yl (8.9)
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Nyni zvolme xo € X. Ovétime definici spojitosti v bodé xo. Pro ¢ > 0 polozme
8 = e. Pro kazdé x € B(xo, ) plati podle (@)
[llxoll = llxlI] < llxo — x| <8 =e.

Tim je dtikaz proveden. ry

Spojitost zobrazeni mezi metrickymi prostory zavisi zasadnim zptisobem na
zvolenych metrikach. Nasledujici priklad tento fakt ilustruje.

8.4.5. Priklad. Necht (P, ggiskr) a (Q, 0) jsou metrické prostory a f: P — Q. Do-
kazte, ze f je spojité.

Resend. Predpokladejme, ze a € P. Zvolme ¢ > 0. Polozme § = 1. Potom plati
Boyi. (@, 8) = {a}. Odtud plyne, Ze pro kazdé x € By, (a,d) plati f(x) = f(a),
atedy f(x) € Bs(f(a),e). Toznamena, ze f je spojitéva. Ponévadza bylo zvoleno
libovolné, plyne odtud, Ze f je spojité zobrazeni. Y

8.4.6. Véta (charakterizace spojitosti). Necht (P, ) a (Q, o) jsou metrické prostory
a f: P — Q. Potom jsou nasledujici tii vyroky ekvivalentni.
(i) Zobrazeni f je spojité na P.
(ii) Pro kazdou mnoZinu G otevienou v Q je mnozina f~!(G) oteviend v P.
(iii) Pro kazdou mnozinu F uzavienouv Q je mnozina f ' (F) uzavienav P.

Ditkaz. (i) = (i) Pfedpokléddejme, Ze G je oteviend mnozinav Q ax € f~1(G).
Potom f(x) € G. Protoze G je oteviena, existuje ¢ > 0 takové, ze Bs(f(x),e) C G.
Diky spojitosti zobrazeni f nalezneme § > 0 takové, ze f(By(x,8)) C Bo(f(x).¢).
To znamena, ze

Bo(x,8) C fTH(Bs(f(x),8)) C fTH(G).
Bod x je tedy vnitinim bodem mnoziny f~'(G). Odtud plyne, Ze f~'(G) je ote-
viend mnozinav P.
(i) = (i) Nechta € P.Zvolmee > 0. Mnozina f~!(Bs(f(a),¢)) obsahuje prvek
a a podle predpokladu je oteviena. Nalezneme tedy § > 0 takové, ze By(a,d) C
F7Y(Bs(f(a).€)), neboli f(By(a.8)) C By(f(a),e). Odtud plyne, Ze f je spojité

va. Bod a byl zvolen libovolné v P, a proto je f spojité.

(i) = (i) Necht F je uzaviena mnozinav Q. Potom Q \ F je oteviena mnozina
v 0, a tedy, podle (ii), je mnozina f~1(Q \ F) oteviena v P. Z Ptikladu (d)
plyne, ze
fTHF)Y = 7Y\ QN F) = 7O\ fTHO\F)
=P\ fTHQ\F).
Mnozina f~1(F) je tedy uzaviend v P.

(i) = (i) Necht G je oteviena mnozinav Q. Potom Q \ G je uzavfena mnozina
v 0, a tedy, podle (iii), je mnozina f~'(Q \ G) uzaviend v P. Mnozina f~!(G) =
P\ f7Y(Q\ G) je tudiz oteviena v P. n
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Limita zobrazeni.

8.4.7. Definice. Necht (P,0) a (Q,0) jsou metrické prostory, f je zobrazeni z P

do Q,AC P,ae A ab e Q. Rekneme, 7e zobrazeni f mavbodé a limitu b
vzhledem k mnoziné 4, jestlize plati

Ve>036>0Vx € A: (O<Q(x,a) <d=0(f(x),b) < s).
Jestlize A = P, pak fikdme, ze f ma vbodé a limitu b.

8.4.8. Véta (jednoznacnost limity). Necht (P, ) a (Q,0) jsou metrické prostory,
fi:P— Q,AC Paac A Potom f mavbodé¢a nejvyse jednu limitu vzhledem
k mnoziné A.

Diikaz. Provedeme dikaz sporem. Predpokladejme, ze by, by € Q, by # bs, jsou
limitami zobrazeni f vzhledem k mnoziné A. Zvolme ¢ = %o(bl,bz). Potom je
e > 0 a existuje k nému §; > 0 takové, ze plati

Vxe A: (0 <o(x,a) < = o(f(x),b) <e¢).
Dile existuje 8, > 0 takové, ze plati
Vxe A: (0 <o(x,a) <8 = a(f(x),by) <e).

Diky tomu, ze a € A’, nalezneme x € A takové, ze 0 < o(x,a) < min{8y, §,}. Potom
plati

o(by,by) <a(by, f(x)) +0(f(x),by) <2¢ <o(by,br),
COZ je Spor. [

8.4.9. Limitu vzhledem k mnozin¢ A pocitame pouze v bodech, které jsou hro-
madnymi body mnoziny A. Pokud totiz @ neni hromadnym bodem 4, pak v jistém
okoli bodu a jiz krom¢ bodu a nejsou zadné body z 4 a proménna funkce f se
nemuze blizit k bodu a v ramci mnoziny A4\ {a}. V takovém bod¢ a by sice definice
limity formalné davala smysl, ale nebyla by urcena jednoznac¢né.

8.4.10. Oznaceni. Necht (P, ) a (Q,0) jsou metrické prostory, f je zobrazeniz P
do Q, A C P aa € A'. Pokud existuje limita zobrazeni f v bod¢ a vzhledem
k mnoziné A, oznacujeme tuto limitu symbolem limy 4, xeq f(x). Je-li A = P,
piseme jen limy 4 f(x).

Véty Heineova typu.
8.4.11. Véta (Heine). Necht (P, o) a (Q,0) jsou metrické prostory, f je zobrazeni

zPdoQ,ACP,aec A abe Q.Potom jsou nasledujici dva vyroky ekvivalentni.
(i) Plati limy_4,xea f(x) = b.
(if) Prokazdou posloupnost {x,} prvki mnoziny A\{a} splnujicilim, . x, =
a plati lim, o f(x,) = b.
Diikaz. (1)=(i1) Predpokladejme, ze {x,} je posloupnost prvkii mnoziny 4 \ {a}
splnujici lim, 0 X, = a. Zvolme ¢ > 0. K nému nalezneme § > 0 takové, ze

VxeAd: (0<o(x,a) <6 = 0o(f(x),b) <e).
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Dile nalezneme no € N takové, ze pro kazdé n € N, n > no, plati x, € (B(a,d) \
{a}) N A. Tedy pro kazdé n € N, n > no, plati f(x,) € B(b,¢). Tim jsme ovérili, ze
lim f(x,) = b.

(i)=(1) Provedeme neptimy diikaz, tj. odvodime —(i) = —(ii). Predpokladejme
tedy, ze neplati (i). Pak existuje & > 0 takové, ze

V6>03x e A:0<o(x,a) <8 A f(x) ¢ B(b,¢). (8.10)

Necht n € N. PoloZzme § = % K tomuto § nalezneme podle prvek x, spl-
nujici x, € (B(a. 1)\ {a}) N Aa f(x,) ¢ B(b,c). Potom posloupnost {x,} spliiuje
limx, = aax, € A\ {a} pro kazdé n € N, ale neni pravda, ze lim f(x,) = b.
Podminka (ii) tedy neni splnéna. ]

8.4.12. Véta. Necht (P,0) a (Q,0) jsou metrické prostory, f: P — Q aa € P.
Potom jsou nasledujici tvrzeni ekvivalentni.

(i) Zobrazeni f je spojité v bodé a.

(it) Pro kazdou posloupnost {x,} prvka P splnujici lim,e X, = a plati

lim, o0 f(x) = f(a).

Dikaz. () = (i) Méjme posloupnost {x,} prvka P splnujici lim, e x, = a.
Zvolme ¢ > 0. K nému pomoci (i) nalezneme § > 0 takové, ze pro kazdé y €
P splnujici o(y,a) < § plati o(f(y), f(a)) < e. K nasemu § nalezneme ny € N
takové, ze pro kazdé n > ng plati o(x,,a) < 8. Potom pro kazdé n > no plati
o(f(xn), f(a)) < e. Tim je dokdzano, ze lim, o f(xn) = f(a).
(i) = (i) Provedeme opét neptimy dikaz. Predpokladejme, ze (i) neplati. To
znamena, ze existuje € > 0 takové, ze pro kazdé § > 0 existuje y € B(a, §) splnujici
o(f(»). f(a)) = e. Diky tomuto tvrzeni nalezneme pro kazdé n € N prvek x, €
B(a, %) splnujici o (f(x,), f(a)) > €. Posloupnost {x,} pak splnuje lim x, = a, ale
neplati lim f(x,) = f(a). Neplati tedy (ii). [
Z predchozi véty plyne okamzité nasledujici vysledek.

8.4.13. Véta. Necht (P,0) a (Q,0) jsou metrické prostory a f: P — Q. Potom
jsou nasledujici tvrzeni ekvivalentni.

(1) Zobrazeni f je spojité.

(if) Pro kazdou posloupnost {x,} prvki P a x € P splnujici lim, 00 x, = x

plati limp— o0 f(xn) = f(x).
8.4.14. Véta. Necht (P, o) je metricky prostor, f,g: P - R, A C Paa € A.
Predpokladejme, ze plati
Iim f(x)=a€R a lim g(kx)=p8¢€R.
x—a,x€A

x—a,x€A
Potom
(@ limx—)a,xeA(f(x) +g(x) =a+B,
(b) limy—qxea(f(x)-g(x)) =a-B,

(0) jestlize B # 0, pak limyx_s4 xeu % = %
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Diikaz. (a) Predpokladejme, ze {x,} je posloupnost prvkti mnoziny A\ {a} splnujici
limx, = a. Potom podle Véty dostaneme lim f(x,) = « a limg(x,) = B.

Podle Véty .2.34(a) odvodime lim(f(x,) + g(x»)) = @ + B. Podle Véty pak
dostavame limy—4 xea (f(x) + g(x)) = o + B.

(b), (c) Postupujeme obdobn¢ jako v (a), pouze Vétu (a) nahradime Vé-
tou R.2.34(b),(c). ]

8.4.15. Véta (vztah mezi limitou a spojitosti v bod¢). Necht (P, 0) a (Q,0) jsou
metrické prostory, f je zobrazeniz P do Q,AC Paa € AN A N D(f). Potom je
S spojité v a vzhledem k A pravé tehdy, kdyz limy 4, xea f(x) = f(a).

Diikaz. = Bod a patii do mnoziny A’, takze v ném miizeme pocitat limitu vzhle-
dem k A. Zvolme ¢ > 0. K nému podle definice spojitosti nalezneme § > 0 takové,
ze
Vx € A: (o(x,a) <8 = o(f(x). f(a)) <e).
Potom tim spise plati
Vx e A: (O <o(x,a)<dé = a(f(x),f(a)) <e).
Tim jsme ovérili, ze plati limy 4 xea f(x) = f(a).
< Zvolme ¢ > 0. K nému podle definice limity nalezneme § > 0 takové, ze
Vx e A: (0 <o(x,a) <8 = o(f(x), f(a)) <e).
Ponévadza € Aao(f(a), f(a)) =0 < ¢ mame
Vx € A: (Q(x,a) <é=> o(f(x),f(a)) < 8).

Tim je ovéfena spojitost zobrazeni f v bodé a. [
Spojitost a limita sloZeného zobrazeni.

8.4.16. Véta (spojitost slozeného zobrazeni v bod¢). Necht (X, 0), (Y,0) a (Z, 1)
jsou metrické prostory, f: X — Y ag:Y — Z. Necht A C X,ae€ A,BCY,
f(a) € B aplati:

(a) existuje n > 0 takové, ze f(By(a,n) N A) C B,

(b) f je spojité v bodé a vzhledem k A4,

(©) g je spojité v bodé f(a) vzhledem k B.
Potom zobrazeni g o f je spojité v bod¢ a vzhledem k A.

Diikaz. Zvolme & > 0. Diky podmince (c) nalezneme ¢ > 0 takové, ze

Vy € Bo(f(a),¥) N B: g(y) € B:(g(f(a)),e). (8.11)
K nalezenému v diky podmince (b) nalezneme ¢ > 0 takové, ze
Vx € By(a.0)NA: f(x) € Bo(f(a), V). (8.12)

Polozme 6 = min{n, {}. Potom podle (a) plati
Vx € By(a,§) N A: f(x) e B.
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Odtud a diky @D a ) obdrzime
Vx € By(a.8) N A: g(f(x)) € B(g(f(a)). ¢).

Tim je dtikaz proveden, nebot jsme k & nalezli prislusné 6. [

8.4.17. Véta (spojitost slozeného zobrazeni). Necht (X, ), (Y,0) a (Z, t) jsou me-
trické prostory, f: X — Y je spojité a g: ¥ — Z je spojité. Potom je zobrazeni
go f: X — Z spojité.
Diikaz. Necht G C Z je oteviena mnozina v prostoru (Z, t). Zobrazeni g je spojité,
a tedy podle véty o charakterizaci spojitého zobrazeni (Véta B.4.6, ()= (i), je
¢ 1(G) oteviend mnozina v prostoru (Y, o). Zobrazeni f je spojité, takze podle téze
véty je mnozina /(g1 (G)) oteviend v prostoru (X, o). Protoze (g o f)71(G) =
/(g7 (G)), plyne odtud pomoci Véty , (i)= (i), ze zobrazenigo f : X — Z
je spojité. [
8.4.18. Véta (limita slozeného zobrazeni). Necht (X, o), (Y,0) a (Z, 7) jsou met-
rické prostory, f je zobrazeniz X do Y a g je zobrazeni z Y do Z. Necht 4 C X,
acA,BCY,be B ceZaplati

(a) existuje A > 0 takové, ze /(4 N (B(a,A) \{a})) C B,

(b> hmx—)a,x&A f(x) =b,

(C) limy—>b,yeB g(y)=c.
Necht je splnéna alespon jedna z nésledujicich podminek:

(P) existuje n > 0 takové, ze pro kazdé x € B(a,n) N A, x # a, plati f(x) # b,

(S) zobrazeni g je spojité v bodé b vzhledem k mnoziné B.
Potom plati

e o=

Ditkaz. Varianta s podminkou (P). Zvolme & > 0. Diky podmince (c) nalezneme ¥ > 0
takové, ze

VyeB: (0<o(y,b) <y = 1(g(y),c) <é). (8.13)
K nalezenému v diky podmince (b) nalezneme ¢ > 0 takové, ze
VxeA: (0<o(x,a) <l =a(f(x),b) <y). (8.14)

Vezmeme A z podminky (a) a 7 z podminky (P). Polozime § = min{A, , {}. Potom
podle (@), (P) a (B.14) plati
Vx e A: (0<o(a,x) <8= (f(x) € BAO<o(f(x),b) <V)).
Odtud a diky obdrzime
VxeA: (0 <o(a,x) <= 1(g(f(x)),c) <e).
Tim je dukaz proveden, nebot jsme k & nalezli prislusné 6.

Varianta s podminkou (S). Zvolme ¢ > 0. Diky podmince (S) nalezneme ¢ > 0 takové,
ze

VyeB:(o(y,b) <y = t(g(y). g(b)) <e). (8.15)
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K nalezenému v diky podmince (b) nalezneme ¢ > 0 takové, ze

VxeA: (0 <o(x,a) <= o(f(x),b) <y). (8.16)
Vezméme A z podminky (a) a polozme § = min{A,{}. Potom podle (a) a
plati

Vx e A: (0 <o(a,x)<é§=(f(x) e BAo(f(x),b) < w)).
Odtud a diky obdrzime
VxeAd: (0<og(a,x) <= 1(g(f(x)),g)) <e).

Tim je ditkaz proveden, nebot ¢ = g(b) podle (a) a (S), a tak jsme k & nalezli
prislusné §. ]
8.4.19. Definice. Necht (P,0) a (Q,0) jsou metrické prostory. Rekneme, Ze zobra-
zeni f: P — Q je homeomorfismus (prostoru P na prostor Q), jestlize je spojité,
bijektivni a zobrazeni f~!: O — P je také spojité. Rekneme, ze prostory (P, 0)
a (Q,0) jsou homeomorfni, jestlize existuje homeomorfismus prostoru P na pro-
stor Q.

8.4.20. Priklad. Nechta,b € R,a < b. Ukazte, ze interval (a, b) je homeomorfni
s R.

ReSen, Definujme zobrazeni f: (a,b) — R predpisem

f) =tgr3= — %)
Zobrazeni x + m3=0 — Z.x € (a,b), je prosté spojité zobrazeni definované na
intervalu (a, b), jehoz obor hodnot je roven (-7, 7). Odtud a z vlastnosti funkce
tangens plyne, Ze f je prosté spojité zobrazeni definované na (a, b), jehoz obor

hodnot je roven R. Inverzni zobrazen{ f~! ma tvar

arctgy + Z
o) =200 .
Z tohoto vyjadieni plyne, Zze zobrazeni f~! je spojité. Tim jsme ovéfili, Ze f je
homeomorfismus prostoru (a, b) na prostor R. *

8.4.21. V Prikladu ukazeme, ze Etverec [0, 1] x [0, 1] neni homeomorfn{
s intervalem [0, 1]. Uvedme jesté, ze v komplexni analyze, coZ je partie matematiky
vénujici se zobrazenim z komplexnich ¢isel do komplexnich ¢isel, je pouzivan vy-
sledek, ze ,,sféra bez severniho pélu® je homeomorfni s komplexni rovinou, jinymi
slovy prostor
{x.v.2]eR* x>+’ +22 =1z <1}

s metrikou zdédénou z R3 je homeomorfni s C. Dtikaz neni obtizny, ale uvadét jej
zde nebudeme.

8.4.22. Poznamka. Topologicky prostor je dvojice (X, ), kde X je mnozina a § je
systém podmnozin X, ktery spliuje nasledujici podminky:

(a) Prazdna mnozina a X patiido §.

(b) Necht$§ C §, potom |J8 € 9.
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(c) Nechtm e NaGy,...,Gp €8, potom ()i, G; € §.
Mnozinam z § pak tikame otevrené mnoZiny v (X, §).

Pokud je (P, 0) metricky prostora § je systém vsech otevienych mnozinv (P, o),
pak je podle Véty m dVOJlCC (P, §) topologicky prostor. V tomto smyslu je tedy
kazdy metricky prostor i prostorem topologickym. Existuji vsak topologlcke pro-
story, které nelze obdrzet z zadného metrického prostoru popsanym zptisobem.

Radu pojmi, které jsme definovali pro metrické prostory, je mozné definovat
1 v prostorech topologickych, nebot v definici vysta¢ime s otevienymi mnozina-
mi a nepotrebUJeme pracovat s metrikou. Mezi takové pOme patii napt. uzavre-
né mnoziny, hranice, vnitfek, uzavér mnoziny, ale i spojité zobrazeni (vizte Vé-
tu B.4.6), a tedy i homeomorfismus.

Jedli f: X — Y homeomorfismus mezi topologickymi prostory X a Y, pak
zobrazeni A — f(A), kde A C X, je bijekci systému otevienych mnozin v X na
systém otevienych mnozin v Y. Vlastnosti prostoru, které se zachovavaji homeo-
morfismem, se nazyvaji topologicke.

8.5. Soucin metrickych prostoru

8.5.1. Nechtn € N a (P1,01),....(Py,0n) jsou metrické prostory. Polozme P =
Py x --- x P,. Na mnoziné¢ P lze zavést novou metriku pomoci metrik g1, ..., 0x
rﬁznymi zpusoby, pfiéemi zadny z nich nema vysadni postaveni. Nasledujici trl
metriky jsou ¢asto pouzwany a opiraji se o definice metrik z Prikladd @J
a m Ovéfeni, ze funkce 01, 02, 0o jsou metriky na P, nenf o nic obt1zneJ51 nex
ovéfovani ve zminénych prikladech.

Metriku oy: P x P — [0, 00) definujeme predpisem

o1(x,y) = Y 0i(xi, yi),

i=1
kde x,y € P maji tvar x = (x1,...,x5) ay = (V1,...,yn). Metriku 01 nazyvame
{1-sou¢tem metrik o1, ..., 0,. Metriku 02: P x P — [0, 00) definujeme predpisem

n
> oilxiyi)?,

i=1

O-Z(XV y) =

kde x, y jsou jako vyse. Metriku 03 nazyvame £,-sou¢tem metrik g1, ..., 0,. Metri-
ku 0o P x P — [0, 00) definujeme predpisem

Ooo(x, y) = max{oi(xi, yi); i € {1,...,n}},
kde x, y jsou jako vyse. Metriku 0o, nazyvame £o-souctem metrik g1, ..., 0n.

8.5.2. Nechtn,m € N. Uvazujme na R obvyklou eukleidovskou metrikou. Potom
{3-soucet n takovych metrik na R” je roven eukleidovské metrice na R”. Podobn¢
pokud budeme na prostorech R” a R” uvazovat eukleidovské metriky, pak jejich
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{3-soucet bude opét eukleidovska metrika na R” x R™. Obdobna tvrzeni platii pro
£1-metriku a £1-soucet metrik, resp. {oo-metriku a £oo-soucet metrik.

Pokud nebude fe¢eno vyslovné jinak, budeme na mnoziné¢ R” uvazovat vzdy
eukleidovskou metriku.

8.5.3.Véta. Nechtn € N, (P1,01). ..., (P, 0n) jsoumetrické prostory, P = [[;_; P;
a t je £p-soulet metrik g1, ..., Op.
(@) Jestlize G; C P; je oteviena v (P;, ;) pro kazdé i € {1,...,n}, potom je
G =[1;-, Gi oteviena v (P, 7).
(b) Nechti € {1,...,n}. Potom je zobrazeni 7; : P — P; definované predpi-
sem (Xq,...,Xp) — X; spojité na (P, 7).
Diikaz. (a) Predpokladejme, ze x = (x1,....x,) € G. Nechti € {1,...,n}. Diky
otevienosti G; v (P;, ;) nalezneme r; > 0 takové, ze By, (x;,r;) C G;. Polozme
r = min{r,-; i € {ln}} Pro x’ € B.(x,r) plati 0;(x;,x]) < t(x,x’) < r pro
kazdé i € {1,...,n}. Mame tedy

n n
B.(x,r) C HBQi(xi,r) C HG,- =G

i=1 i=1
Kazdy bod mnoziny G je tedy jejim vnitinim bodem, a proto je G otevienav (P, 7).
(b) Necht H C P; je oteviena mnozina. Potom plati
a7V (H) = Pyx - x Pioy x H X Piyy X+ X Py.
Mnozina ;' (H) j Je tedy podle jiz dokazaného tvrzeni (a) oteviena v P, a proto je

zobrazeni 7; spojité podle Véty B - [

8.5.4.Véta. Nechtn € N, (Q,0), (P1,01).....(Py,0n) jsou metrické prostory, P =
[T'2; Pi atje {r-soulet metrik g1, ..., 0n. Zobrazeni f = (fi,..., fa): O — P je
spojité pravé tehdy, kdyz je kazdé zobrazeni f;: Q — P; spojité, i € {1,...,n}.

Ditkaz. = Nechti € {1,...,n}. Zvolme x € Q a déle zvolme ¢ > 0. Diky spoji-
tosti f v bodé x nalezneme § > 0 takové, ze pro kazdé y € Q splnujici o(x,y) < §

plati 7(f(x), f(y)) < e. Pakale plati také o; (fi(x), fi(y)) < t(f(x). f(y)) < &,
a zobrazeni f; je tedy v bodé x spojité.

<  Nechtx € Q. Zvolme £ > 0. K nému nalezneme § > 0 takové, Ze pro kazdé
i €{l,....n} akazdé y € Q spliujici a(x,y) < & plat o; (fi(x), fi(»)) < \/L;
Potom pro kazdé y € Q splnujici o(x, y) < § pak plati

T(f(0. ) = me,(x) L) Z (5) =

Tim je dokazana spojitost zobrazeni f v bod¢ x. ]

8.5.5. Posledni dv¢ véty plati i v pfipadé¢, ze misto £3-souctu metrik budeme uva-
zovat £1-soucet nebo £oo-soucet metrik g1, ..., 0n.
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8.5.6. Poznamka. V tomto oddilu jsme se zabyvali sou¢inem konecné mnoha met-
rickych prostort. Je mozné uvazovat i sou¢in nekone¢né posloupnosti metrickych
prostort, ale pak je prislusna teorie slozitéjsi a v tomto textu se ji vénovat nebude-
me.

8.6. Kompaktni prostory

Dalsi ¢tyti oddily budou vénovany metrickym prostortim, které maji n¢které
specialni vlastnosti. Za¢neme s kompaktnimi metrickymi prostory.

Definice a zakladni vlastnosti kompaktnich prostorii.

8.6.1. Definice. Rekneme, 7e metricky prostor (P, o) je kompaktni, jestlize z kaz-
dé posloupnosti prvki z P lze vybrat konvergentni podposloupnost. Rekneme, e
mnozina K C P je kompaktni v P, jestlize je metricky prostor (K, @) kompakt-
ni, tedy jestlize z kazdé posloupnosti prvki z K lze vybrat podposloupnost, ktera
konverguje v P a jejiz limita je prvkem K.

8.6.2. Priklad. Necht (P, ) je metricky prostor a A C P je konec¢na. Dokazte, ze
A je kompaktni.

Reéseni. Necht {x,} je posloupnost prvkii z A. Potom existuje alespon jeden prvek
x € A, ktery se v posloupnosti {x,} vyskytuje nekonecnékrat. Posloupnost {x,}
tudiz obsahuje podposloupnost, jejiz kazdy ¢len je roven x. Tato podposloupnost

tedy konverguje podle Véty (b) k prvku x, ktery nalezi do mnoziny A. ¥
8.6.3. Priklad. Nechta,b € R,a < b. Dokazte, Ze interval [a, b] je kompaktniv R.

Resent. Necht {x,} je posloupnost prvki [a, b]. Potom je {x, } omezena. Dle Bolzanovy-
Weierstrassovy véty (Véta existuje podposloupnost {x,, } posloupnosti {x,}
a prvek x € R takové, ze x,, — x. Protoze [a,b] je uzaviena mnozina, plati
x € [a,b]. Odtud plyne, Ze [a, b] je kompaktni mnozina v R. *

8.6.4. Priklad. Necht (P, o) je metricky prostor a posloupnost {x,} prvki P spl-
nuje
A6 >0Vm,n e N, n £Em: o(xy, xm) > 8.

Dokazte, ze potom P neni kompaktni.

Resent. Predpokladejme, Ze P je kompaktni. Potom existuje podposloupnost {x,, }
posloupnosti {x,} a prvek x € P takové, ze x,,, — x. Nalezneme ko takové, ze pro
kazdé k > ko plati o(x,,,x) < % Potom
5§ 8
8 < 0(Xkgs Xko+1) < 0(Xkgs X) + 0(X, Xgg+1) < 3 + 3= 3,

coz je spor. Prostor P tedy neni kompaktni. ¥y
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8.6.5. Priklad. Dokazte, ze metricky prostor (P, g4iskr) je kompaktni pravé tehdy,
kdyz je P kone¢na.

Rejeni. = Ptedpokladejme, Ze mnozina P je nekoneéné. Potom P obsahuje pros-
tou posloupnost {x, }. Pro kazdé m,n € N, m # n, plati o(xn, x,) = 1. Posloupnost
{xn} tedy splnuje podminku z Prikladu . Podle tohoto prikladu tedy prostor
(P, 0diskr) neni kompaktni.

& Tato implikace plyne z Ptikladu . Fy

8.6.6. Véta. Necht (P, o) je metricky prostor a K C P je kompaktni. Potom je
mnozina K uzavtena.

Diikaz. Necht {x,} je posloupnost prvkii mnoziny K takova, zelimx, = y,kde y €
P. Protoze K je kompaktni, existuje podposloupnost {x,, }7> ; posloupnosti {x,}
a prvek x € K takové, ze limg_,o0 Xp, = x. Z véty o limité vybrané posloupnosti
plyne, ze limg_o0 Xn, = y. Z véty o jednoznacnosti limity pak plyne, Ze x = y.
Tedy plati y € K. To podle definice znamena, zZe mnozina K je uzaviena. [

8.6.7. Véta (uzaviena podmnozina kompaktu). Necht (P, o) je kompaktni metric-
ky prostora F C P je uzavfena. Potom je F kompaktni.

Ditkaz. Necht {x,} je posloupnost prvkd F. Potom je {x,} také posloupnost prvki
kompaktniho prostoru P, takze existuji podposloupnost {x,, }?>; posloupnosti
{xn} aprvek x € P takové, ze limyg_, o X, = x. Protoze F je uzavfena, plati x € F.
Mnozina F je tedy kompaktniv P. ]

8.6.8. Véta (kompaktnost a omezenost). Necht (P, o) je kompaktni metricky pro-
stor. Potom je P omezeny.

Diikaz. Ptedpokladejme, ze prostor P neni omezeny. Potom je P neprazdny. Zvol-
me x € P. Protoze diam P = oo, existuje pro kazdé n € N prvek x, € P ta-
kovy, ze o(x,x,) > n. Protoze P je kompaktni prostor, existuji podposloupnost
{Xn, 152, posloupnosti {x,} a prvek y € P takovy, ze limg o0 X, = y. Tedy exis-
tuje ko takové, ze pro kazdé k > ko plati o(y, xn, ) < 1. Necht k > ko je takové, ze
ng > o(x,y) + 1. Potom

nk E Q(xvxnk) S Q(X,y) + Q(J’»Xnk) E Q(X,Y) + 1 < Vlk,
coz je spor. Prostor P je tedy omezeny. ]

Nasledujici véta obsahuje dilezitou charakterizaci kompaktnich mnozin v pro-
storu R”.

8.6.9. Véta (kompaktnost v R"). Nechtn € N a K C R". Potom K je kompaktni
pravé tehdy, kdyz je omezena a uzaviena.

Diikaz. =  Tato implikace plyne z V¢t a .
< Pouzijeme matematickou indukci podle n. Necht n = 1 a {xi} je posloup-
nost prvki K. Mnozina K je omezena v R, a tedy existujia,b € R, a < b, splnujici
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K C [a,b]. Podle Prikladu je [a, b] kompaktni. Protoze K je podle predpo-
kladu uzaviena v R, je uzaviena i v [a, b] (Véta ), a je tedy podle Véty
kompaktni v R.

Nyni predpokladejme, zZe tvrzeni plati v kazdém prostoru RY, kde d < n.
Necht K je omezené a uzaviend mnozina v R"*!. Definujme zobrazeni 7y : R" 1 —
R" a mp: R"*! — R predpisy

nl([xl,...,x,,+1]) = [xl,...,xn], 7'[2([)61,...,)6,,4.1]) = Xn+1-

Eukleidovské metriky v prostorech R, R” a R"*! oznaéime pro ucely tohoto diika-
zu po fadé jako o}, 0% a 04!, Pro kazdé x, y € K plati

o5 (m(x), 71 (y) < &5 (x, y) < diam K

03(m2(x). 12(»)) < 057! (x. y) < diam K,
takze 1 (K) je omezena v R" a m5(K) je omezena v R. Podle Véty (f) jsou
omezené také mnoziny 71 (K) a w2 (K). Tyto mnoziny jsou navic podle Véty (d)
uzaviené. Podle indukéniho predpokladu jsou pak obé mnoziny kompaktni.
Necht {x*} je posloupnost prvkit K. Ozna¢me xk = [a* b¥], kde a¥ € R”
a b¥ € R. Diky kompaktnosti mnoziny 71 (K) existuje podposloupnost {a*s 172

posloupnosti {ak} a prvek a € m(K) takové, ze lim; o aki = a. Protoze m,(K)
je kompaktni, existuje podposloupnost {brie 372, posloupnosti {b*i} a prvek b €
72(K) takové, e limy_,o, b¥¢ = b. Potom diky Piikladu plati

lim x¥e = lim [a%e, b¥ie] = [a, b).
{—00 {—o00

Mnozina K je podle predpokladu uzavfena, a tedy [a, b] € K. Odtud plyne, ze K
je kompaktni v R"*1. n

8.6.10. Tvrzeni Véty neplati pro obecné metrické prostory. Naptiklad libo-
volna nekone¢na mnozina v diskrétnim metrickém prostoru je omezena a uzavie-
na, av§ak nikoli kompaktni. Nasledujici priklad popisuje takovou situaci v piipadé
dalezitého prostoru spojitych funkcei € ([0, 1]) (vizte Piiklad .

8.6.11. Priklad. Dokazte, ze uzavér oteviené koule B(0, 1) v prostoru €({0, 1]) je
omezena a uzaviena mnozina, aviak neni kompaktni v prostoru (€([0, 1]), 0sup)-

Reseni. Omezenost a uzavienost. Je snadné ovétit, ze diam B(0,1) < 2. Z Véty (f),
pak plyne diam B(0, 1) < 2,amnozina B(0, 1) je tedy omezena. Podle Véty (d)
je také uzaviena.
Negace kompaktnosti. Pro kazdé n € N definujme funkci f,: [0, 1] — R predpisem
=1y xelo,L],
Ju(x) = 1 [ 1 21]
2 x € (1]
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Necht n € N. Funkce f; je zfejmé spojita na [0, 1]. Pocitejme
qup(fnso) = SUP{|fn(x) _O|; X € [07 1]}
1
= supi|fu (V)] x € [0. 1]} = -

Plati tedy f, € B(0,1) C B(0,1) pro kazdén € N.
Necht m,n e N,m < n. Potom 1 —2""" > %, a tedy

(IR T B
Osup(fn» fm) = |fn(2Ln)_fm(2Ln)| = 5—2 — T aT
Z Piikladu tedy plyne, ze B(0, 1) neni kompaktni. *

8.6.12. Véta (spojity obraz kompaktu). Necht (P, o) je kompaktni metricky pro-
stor, (Q,0) je metricky prostora f: P — Q je spojité. Potom je f(P) kompaktni
v Q.

Diikaz. Necht {y,} je posloupnost prvki f(P). Potom pro kazdé n € N existuje
X, € P takové, Ze f(x,) = yn. Protoze P je kompaktni, existuje podposloupnost
{Xn, } posloupnosti {x,} a prvek x € P takové, Ze x,, — x v P.Protoze f je spojité,
plyne z Heineovy véty (Véta ), ze f(xn,) > f(x)v Q.Oznacimeliy = f(x),
paky € f(P)aplatilimg_oo yn, = y.Odtud plyne, ze f(P) je kompaktnivQ. =

8.6.13. Priklad. Necht n € N. Mnozinu C" opatfime metrikou o, kterd je £>-
sou¢tem metrik g1, ..., on na C, které jsou vSechny rovny metrice ¢ uvedené v Pri-

kladu . Dokazte, Ze mnozina K C C” je kompaktni pravé tehdy, kdyz je
omezena a uzaviena.
Reseni. Definujme zobrazeni f: R?* — C” predpisem

f(x) = [X] + ix2 ..... Xon—1 + ixz,,].

Zobrazeni f je bijekce a navic pro kazdé x, y € R?" plati p2(x, y) = o (f(x), f(»)),
coz plyne z nasledujictho vypoctu. Plati

n
Y (rajt +ixa)) = (2j1 + i) [
j=1

o (f(x), fF(y)

= [ (21 = y2j-1)% + (x2) — y2;)?)
j=1

2n
— \/ﬂ: pZ(X’ y)
s=1

Odtud snadno plyne, ze zobrazeni f je homeomorfismus. Navic pro kazdou mno-
zinu A C R?" platf, Ze 4 je omezena v R?" pravé tehdy, kdyz f(A4) C C" je omeze-
na. Odtud a z Véty B.6.9 plyne dokazované tvrzeni. -
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Extrémy funkci.

8.6.14. Definice. Necht P je mnozinaa f: P — R. Rekneme, Ze funkce f nabyva
svého maxima na P, jestlize existuje x € P takové, Zze f(x) > f(y) pro kazdé
y € P.Obdobné fekneme, ze f nabyva svého minimana P, jestlize existuje x € P
takové, ze f(x) < f(y) prokazdé y € P.Bod x nazyvame v prvnim piipad¢ bodem
maxima a ve druhém bodem minima.

Nasledujici dilezita véta udava postacujici podminku pro existenci extrému.

8.6.15. Véta (extrémy spojité funkce na kompaktu). Necht (P, o) je neprazdny
kompaktni metricky prostora f: P — R je spojité. Potom f nabyva na P svého
maxima i minima.

Diikaz. Ozna¢me y = sup f(P). Podle Véty je mnozina f(P) kompaktni,
a tedy podle Vét a omezena a uzaviena. Z omezenosti f(P) plyne, ze
y € Razuzavienosti f(P)plyne, zey € f(P). Tedy f nabyvana P svého maxima.
Obdobn¢ lze dokazat, ze f nabyva na P svého minima. ]

8.6.16. Predpoklad spojitosti zobrazeni i predpoklad kompaktnosti ve Vété
jsoudulezité. Nespojité zobrazeni nemusi nabyvat extrémt ani na kompaktni mno-
ziné. Piikladem je funkce f definovana na [0, 1] predpisem

)0, pokud x =0, nebox =1,
S0 = {Zx —1, pokudx € (0,1).

Spojité zobrazeni na nekompaktni mnoziné rovnéz nemusi nabyvat svych extrému.
Prikladem je funkce f definovana na (0, 1) predpisem f(x) = x.

Stejnomérna spojitost. Podobné jako jsme zobecnili pojem spojitosti a limity
pro zobrazeni mezi metrickymi prostory, tak miizeme zobecnit i pojem stejnomérné
spojité funkce (vizte ??-??).

8.6.17. Definice. Necht (P,0) a (Q,0) jsou metrické prostory. Rekneme, Ze zob-
razeni f: P — QO je stejnomérné spojité, jestlize plati

Ve>036 >0Vx,yeP: (Q(x,y) <éd=>a(f(x), f(y)) < 8).
8.6.18. Priklad. Necht (P,0), (Q,0) jsou metrické prostory a f: P — Q je stej-

nomérné spojité. Dokazte, ze potom je f spojité.

Resend. Predpokladejme, ze xo € P. Zvolme ¢ > 0. K nému nalezneme § > 0 z defi-
nice stejnomérné spojitosti pro ¢. Tedy jsou-li x, y € P body splnujici o(x, y) < 6,
jeo(f(x), f(y)) <e. Jelinyniy € P ag(xo,y) <8, pak mame o(f(y). f(xo0)) < e.
Zobrazeni f je proto spojité v bod¢ xo. Odtud plyne spojitost f. *

8.6.19. Véta (spojitost a stejnomérnd spojitost na kompaktu). Necht (P, o) je kom-
paktni metricky prostor, (Q, o) je metricky prostora f: P — Q je spojité. Potom
[ je stejnomérné spojité.
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Diikaz. Predpokladejme pro spor, Ze f neni stejnomérné spojité. Potom existuje

& > 0a posloupnosti {x,}, {y,} prvkii P splitujici 0(x. yn) < L ao(f(xa). f(yn)) =
& pro kazdé n. Z kompaktnosti P plyne, ze existuje podposloupnost {x,, } posloup-
nosti {x,} a x € P takové, Ze x,, — x. Potom také y,, — x, nebot

0 < o(x, yn;) < 0(x,Xn;) + 0(Xny» Yny)

klinolo(g(x’ Xny) + 0(Xny Ynk)) =0.
Ze spojitosti f a Heineovy véty tudiz plyne, ze f(xn,) = f(x) a f(yn,) = f(X).
Nalezneme k takové, ze o (f(xn,), f(x)) < 5 a0 (f(yny), f(x)) < 5. Potom

e

e 0 (£l fm) £ 0(fGen). () + 0 (fm)- ) < 5+ 3

coz je spor. Zobrazeni f je tedy stejnomérné spojité. [

=8,

Homeomorfni zobrazeni.

8.6.20. Véta. Necht (P, o) je kompaktni metricky prostor, (Q,0) je metricky pro-
stora f: P — Q je spojita bijekce. Potom f je homeomorfismus.

Dikaz. Zobrazeni f je bijekee, a tedy je zobrazeni f~! dobfe definovano na Q.
Predpokladejme, Ze F C P je uzaviena mnozina. Podle Véty je F kompaktni
v P.Tudiz je podle Véty také mnozina f(F) kompaktni, a tedy dle Véty
uzaviena v Q. Podle Véty B.4.6 je zobrazeni f ! spojité z Q do P. Zobrazeni f je
tedy homeomorfismus. [
Totalni omezenost. Nasledujici pojem je uziteny sam o sobé. My jej pozdéji
pouzijeme k charakterizaci kompaktnosti.
8.6.21. Definice. Necht (P, o) je metricky prostor,e > 0a H C P. Rekneme, Ze
H je e-sit prostoru P, jestlize P = J, ey B(x,¢). Rekneme, ze prostor P je totalné
omezeny, jestlize pro kazdé & > 0 existuje koneéna e-sit prostoru P. Rekneme, ze
mnozina A C P je totalné omezena v P, jestlize je prostor (4, o) totalné omezeny.

8.6.22. Priklad. Dokazte, ze kazdy kone¢ny metricky prostor je totalné omezeny.
Reseni. Platnost tvrzeni bezprosttedné vyplyva z definice totalni omezenosti. Fy

8.6.23. Véta. Necht (P, o) je totalné omezeny metricky prostor. Potom je P ome-
zeny.

Diikaz. Z definice totalni omezenosti plyne, ze existuje konec¢na 1-sit H prostoru P.
Diky konec¢nosti H mame diam H < oco. Necht x,y € P. Potom existuji x’, y’ € H
takové, ze o(x,x’) < lag(y,y’) < 1. Plati tedy

o(x,y) <o(x,x)+o(x',y)+ 00, y) <1+diam H + 1 = diam H + 2,
takze diam P < diam H + 2. Prostor P je tedy omezeny. n
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8.6.24. Priklad. Necht (P, g4isk:) je diskrétni metricky prostor. Dokazte, ze P je
totaln¢ omezeny pravé tehdy, kdyz je konecny.

Reseni. = Z totalni omezenosti P plyne, Ze existuje kone¢na 1-sit H C P. Z Pii-
kladu plyne, Ze pro kazdé x € P je B(x, 1) = {x}. Tedy plati
P=JBxn=Jx}=H
xeH xeH

Odtud plyne, Ze prostor P je konecny.

& Tvrzeni plyne z Piikladu . ry

8.6.25. Z Priikladu vyplyva, Ze opac¢na implikace k implikaci uvedené ve
Véte obecné neplati, nebot kazdy nekonecny diskrétni metricky prostor je
omezeny (vizte Piiklad B.1.38), neni viak totdlné omezeny.

8.6.26. Véta. Necht (P, o) je kompaktni metricky prostor. Potom je P totaln¢ ome-
zeny.

Diikaz. Ptedpokladejme, ze P neni totalné omezeny. Potom existuje § > 0 takové,
ze pro kazdou kone¢nou mnozinu C C P je

P\ B(x.5) #0.
xeC
Zvolme x; € P libovolné. Dale budeme pokracovat matematickou indukei. Necht
n € N. Predpokladejme, ze mame zvoleny prvky xi,...,x,. Potom je mnozina
P\ U;—; B(xi,8) neprazdna. Necht x,41 je jeji libovolny prvek. Touto konstrukei
ziskame posloupnost {x,} prvkt mnoziny P splnujici o(x,,x,) > & pro kazda

n,m € N, n # m. Podle Ptikladu pak prostor P neni kompaktni. ]

Charakterizace kompaktnosti. Nyni uvedeme dvé charakterizace kompakt-
nosti.

8.6.27. Definice. Necht P je metricky prostora § je systém jeho podmnozin. Rek-
neme, zZe § pokryva P, neboli je pokrytim P, jestlize P = | J§. Jestlize pokryti §
prostoru P sestava z otevienych mnozin, fikame, Ze jde o oteviené pokryti. Jestlize
§ obsahuje kone¢né mnoho mnozin, ftkame, Ze jde o koneéné pokryti.

8.6.28. Véta. Metricky prostor (P, 0) je kompaktni pravé tehdy, kdyz pro kazdé
oteviené pokryti § prostoru P existuje kone¢né pokryti §* C ¢ prostoru P.

Diikaz. = Predpokladejme, Ze § je oteviené pokryti prostoru P. Nejprve doka-
zeme, ze plati nasledujici vyrok:

meNVxeP3IGe¥: B(x,1)cG. (8.17)
Predpokladejme, ze neplati, potom tedy
VneNIxe PYGe¥: B(x.1) ¢ G.
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Odtud ziskavame posloupnost {x,}, kde pro kazdén € N a G € § plati B(x,, %) ¢
G. Diky kompaktnosti prostoru P miizeme nalézt podposloupnost {x,, }>, po-
sloupnosti {x,} a prvek x € P takové, Ze limg_, o xn, = x. K prvku x nalezneme
mnozinu G € ¢ splnujici x € G. Protoze G je oteviena, mtzeme nalézt § > 0 tako-
vé, ze B(x,8) C G. K tomuto § nalezneme k € N takové, ze ny > % a0(xy,,x) < ‘%.
Potom pro kazdé y € B(xy,, i) plati

)

§ 1
o(x,y) < o(x, xp) + 0(xn;,y) < st—=5+

< =4,
ng ~ 2

SERSC

takze
B(xn, 7o) C B(x,8) C G,

coz je spor. Tim je dokazana platnost vyroku (B.17).
Existuje tedy n € N takové, ze ke kazdému x € P lze nalézt mnozinu G, € §
spliujici B(x,1) C Gy. Prostor P je kompaktni, a tedy podle Véty také

totalné omezeny. To znamena, ze v ném existuje kone¢na %-sit’ H. PoloZme
§* ={G,; x € H}.

Potom plati §* C ¢, §* obsahuje kone¢né mnoho mnozin a

Pcl)BxclG.

xeH xeH
Systém §* je tedy kone¢né oteviené pokryti prostoru P splnujici §* C §.

< Necht {x,} je posloupnost prvki P. Oznaéme A = {x,; n € N}. Predpokla-
dejme, ze existuje y € P takové, ze pro vSechna r > 0 je mnozina B(y,r) N A
nckonecnd. Pak existuje n; € N splnujici x,, € B(y,1). Predpokladejme, ze pro
néjaké k € N mame zvolena prirozena ¢islany < --- < ng_y. Protoze B(y, %) NA
je nekonecna mnozina, existuje ng € N, ng > ng_y, splnujici x,, € B(y, %). Tim-
to zptisobem dostaneme indukei rostouci posloupnost pfirozenych cisel {ny g2,
spliujici x,, € B(y. ) pro kazdé k € N. Potom je ale {x,,}3>, podposloupnost
posloupnosti {x,} spliujici limg_ o0 Xp, = y.

Nyni pfedpokladejme, ze pro kazdé y € P existuje r, > 0 takové, ze B(y,ry,) N
A je kone¢na mnozina. Pro kazdé y € P je mnozina B(y,r,) oteviena a navic
ztejmé plati P = {J,ep B(y,ry). Systém {B(y,ry)}yep tudiz predstavuje oteviené
pokryti prostoru P, a tedy podle prfedpokladu existuje kone¢na mnozina F C P
takova, ze P = J,cp B(y,1y). Plati
A=AnP=4an|]JBy.ry) = AN B(y.n).

yEF yEF

takze A je koneéna mnozina, nebot je rovna kone¢nému sjednoceni kone¢nych
mnozin. Odtud vyplyva, ze se alespon jeden prvek mnoziny A vyskytuje v po-
sloupnosti {x, } nekonec¢nékrat. Posloupnost {x,} tudiz obsahuje konstantni, a tedy
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konvergentni podposloupnost. V obou pripadech jsme nalezli konvergentni pod-
posloupnost libovolné zvolené posloupnosti prvka P, prostor P je tedy kompakt-
ni. [ ]
8.6.29. Dusledek (Borel). Nechta,b € R,a < b. Necht ¢ je systém neprazdnych
otevienych intervalt splnujici [a, b] C |J ¢. Pak existuje kone¢ny systém g* C ¢
takovy, ze [a,b] C | *.
Diikaz. Tvrzeni bezprostfedné vyplyva z Prikladu a Véty . [ |
8.6.30. Véta. Metricky prostor (P, ¢) je kompaktni pravé tehdy, kdyz pro kazdou
posloupnost {F, } neprazdnych uzavfenych podmnozin P, ktera pro kazdé n € N
splituje Fy41 C Fy, plati (oo, Fn # 0.
Diikaz. = Necht {Fy,} je posloupnost splnujici pfislusné predpoklady. Pro kaz-
dé n € N zvolime x, € F,. Protoze P je kompaktni, existuje podposloupnost
Xy S g, posloupnosti {x,} a prvek x € P takové, ze limg_, o0 Xp, = x. Zvolme
n € N. Potom pro vSechna k € N splnujici ng > n plati x,, € Fy, nebot

Xny € Fy, C Fy.
Protoze F, je uzaviena, vyplyva odtud, ze také x € F,. Protoze n bylo zvoleno
libovolné, plati x € ﬂ;’lozl F,,. Mnozina ﬂzozl Fy je tedy neprazdna.

& Predpokladejme, ze {x,} je posloupnost prvka P. Pro kazdé n € N polozme

F,={xj; j €N, j>n}
Potom je { F,,} posloupnost neprazdnych uzavienych podmnozin P takova, ze pro
kazdé n € N plati F,41 C F,. Podle predpokladu tedy existuje x € (72, Fy.
Protoze x € Fy, plyne z definice mnoziny Fi, ze existuje index n; € N takovy,
ze 0(xn,.x) < 1. Predpokladejme, Ze pro néjaké k € N mame zvoleny indexy
ny <--- < ng. Protoze x € Fy, 41, plyne z definice této mnoziny, ze existuje index
niy1 € N osplnujict ngyy > ng a 0(xn, . x) < kl? Takto ziskame rostouci po-
sloupnost indexit {ng}g>, takovou, ze pro kazdé k € N plati o(xy,, x) < % Tedy
limg_, o0 Xp, = x. Z posloupnosti {x,} jsme tedy vybrali konvergentni podposloup-
nost. To znamena, Ze prostor P je kompaktni. [ |

8.7. ﬁplné prostory

Z Kapitoly @ vime, ze posloupnost realnych ¢isel {a,} je konvergentni pravé

tehdy, kdyz splnuje Bolzanovu-Cauchyovu podminku
Ve > 03ng VYm,n > ng: |lam —ay| < &.

V tomto oddile budeme studovat otazku, ve kterych metrickych prostorech plati
analogie tohoto tvrzeni. Nejprve zformulujeme Bolzanovu-Cauchyovu podminku
pro posloupnost bodt v metrickém prostoru.

1Félix Edouard Justin Emile Borel (1871-1956)
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8.7.1. Definice. Necht (P, ) je metricky prostor a {x,} je posloupnost prvki P.
Rekneme, 7e {x,} spliiuje Bolzanovu-Cauchyovu podminku (piipadné, e je cau-
chyovska), jestlize plati

Ve > 03ng Ym,n > ng: o(xm, xn) < &. (8.18)

8.7.2. Vyrok je ekvivalentni vyroku
AK > 0Ve > 03ng Vm,n > ng: 0(xm,xn) < Ke.

Dukaz lze provést obdobné jako v pripad¢ limity posloupnosti realnych ¢isel (vizte

Lemma P.2.18).

8.7.3. Véta. Necht (P, ) je metricky prostor a {x,} je konvergentni posloupnost
prvkd P. Potom je {x,} cauchyovska.

Dikaz. Necht x € P splnuje limx, = x. Necht ¢ > 0. Potom existuje np € N
takové, ze pro kazdé n > ng plati o(x,, x) < e. Pak pro kazdé m,n > ng plati

0(Xn, Xm) < 0(xn,x) + 0(xm,x) < e+ ¢ =2¢,
a tedy posloupnost {x, } podle splnuje Bolzanovu-Cauchyovu podminku. m

8.7.4. Priklad. Dokazte, ze posloupnost {x, } prvkt metrického prostoru (P, 0diskr)
je cauchyovska pravé tehdy, kdyz existuji x € P ang € N takové, Ze pro kazdé
n > no plati x, = x.

Reseni. =  Polotme e = 1. Z Bolzanovy-Cauchyovy podminky plyne, ze exis-
tuje ng takové, ze pro kazdé m,n > ng plati o(xmm,x,) < 1. Z definice diskrétni
metriky vyplyva, ze pro kazda takova m,n plati x, = x;,. Odtud jiz snadno plyne
dokazovana implikace.

& ZVéty B.2.4(b) vime, ze posloupnost {x,} je v (P, 0diske) konvergentni. Podle
Veéty je tedy v tomto prostoru cauchyovska. Fy

8.7.5. V dikazu Véty jsme vidéli, ze dtikaz nutnosti Bolzanovy-Cauchyo

podminky pro konvergenci posloupnosti realnych ¢isel, jak jej zname z Véty

je mozné snadno zobecnit pro obecny metricky prostor. V dtikazu opa¢né impli-
kace Véty , tedy v dikazu toho, ze Bolzanova-Cauchyova podminka pro
posloupnost realnych ¢isel implikuje jeji konvergenci, jsme v$ak podstatnym zpu-
sobem vyuzili pojmt limes superior a limes inferior, které zavisi na usporadani
realnych ¢isel, coz je vlastnost, kterou v obecném metrickém prostoru nemame
k dispozici. Neni tedy prekvapivé, ze vySe zminénd implikace pro obecny metricky
prostor neplati. Vzhledem k jeji dilezitosti vsak stoji za to vymezit tfidu prostorti,
ve kterych ztstava v platnosti.

8.7.6. Definice. Rekneme, 7e metricky prostor (P, o) je éiplny, jestlize kazda cau-
chyovska posloupnost prvka P je konvergentni.
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Priklady uplnych a netplnych prostori.
8.7.7. Priklad. Dokazte, ze metricky prostor R je tiplny.

Reseni. Tvrzeni plyne z Véty . ¥y
8.7.8. Priklad. Dokazte, ze metricky prostor (0, 1) neni uplny.

Reent, Uvazujme posloupnost {x,} = {ﬁ} prvki intervalu (0, 1). Zvolme & > 0.
K nému nalezneme n¢ € N splnujici % < &. Potom pro kazdé m,n > ng plati

_ 1 1 1
= Xnl = |y — | < g <&

Odtud plyne, ze posloupnost {x,} je cauchyovska v (0, 1). Dokazeme, Ze {x,} neni
konvergentniv (0, 1). Pfedpokladejme, ze x € (0, ). Potom existujen; € N takové,
ze nL < x.0znatmes =x — L. Pake>0a pro kazdé n > n; plati

1 ni
1

|x,,—x|=x—#2x nr =&

a tedy limx, # x. Protoze x € (0,1) bylo zvoleno libovolné, posloupnost {x,}
nema v prostoru (0, 1) limitu, a tedy v ném neni konvergentni. Prostor (0, 1) tedy
neni Gplny. *

8.7.9. Priklad. Nechtn € N. Dokazte, Ze metricky prostor R” je tplny.

Reseni. Necht {x*} je cauchyovska posloupnost prvki prostoru R”. Pro kazdé i €
{1,....n}ak,l € N plati

k= x{| < 026k, x).
Z této nerovnosti plyne, ze {x¥ }o—, Je cauchyovska posloupnost redlnych ¢isel pro
kazdéi € {1,...,n}. Podle Prikladu jsou tedy tyto posloupnosti konvergent-
ni. Oznaé¢me limg o x¥ = x7, kdei € {1,...,n}. Prvek x* = [x},...,x}] je pak

limitou posloupnosti {x¥} podle Ptikladu . *

8.7.10. Priklad. Necht n € N. Mnozinu C" opatfime metrikou o, kterd je £»-
souctem metrik o1, ..., 0, na C, které jsou vSechny rovny metrice ¢ uvedené v Pri-

kladu . Dokazte, ze (C", ) je uplny metricky prostor.
Reseni. Dvojice (C”, 0) je metricky prostor podle B.5.1. Pfedpokladejme, ze {z/}
je cauchyovska posloupnost v C". Potom pro kazdé j,m € N al € {1,...,n}

plati podle definice £,-souctu metrik a podle definice metriky ¢ na C nasledujici
nerovnosti

|Rez] —Rezl'| <o(z/,2™) a Imz] —Imz)"| <o(z/,2™)

Odtud plyne, e posloupnosti reélnych &isel {Rezj }°2 | a {Imz] } =, jsou cauchy-

ovské pro kazdé [ € {1....,n}. Podle Prikladu jsou uvedené posloupnosti
konvergentni. Existuji tedy komplexni ¢isla wl, ..., w" takova, ze
lim Rez} = Rew; a lim Imz] = Imuwy,

n—>00 n—>00
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pro kazdé [ € {1,..., n}. Z téchto limit pak plyne konvergence posloupnosti {z/}
k prvku w = (wy, ..., Wy). *

8.7.11. Priklad. Dokazte, ze diskrétni metricky prostor (P, gdiskr) je uplny.
Resend. Tvrzeni plyne z Prikladi a . *

Uplnost metrického prostoru zasadnim zptisobem zéavisf na zvolené metrice.
Tento fakt ilustruji nasledujici dva priklady.

8.7.12. Priklad. Nechta,b € R,a < b. Dokazte, Ze metricky prostor (€([a, b]), @sup)
je tplny.
Reseni. Necht {fn} je cauchyovska posloupnost v prostoru (€([a, b]), 0sup)- Zvolme

x € [a,b]. Potom je posloupnost realnych ¢isel { f,(x)} cauchyovska v R, nebot

pro kazdé n,m € N plati | f,(x) = fu(X)| < 0sup(fn. fm). Podle Véty ma

posloupnost { f,(x)} v R vlastni limitu, kterou ozna¢ime symbolem f(x). Tim je
definovana funkce f': [a,b] — R.

Pozorovdni. Pro kazdé e > 0 existuje ng € N takové, ze pro kazdé n > ng a x € [a, b]
plati | fu(x) — f(x)| < e. Zvolme ¢ > 0. K nému nalezneme diky cauchyovskosti
posloupnosti { f,,} prirozené ¢islo ng takové, ze pro kazdé n,m > ng a x € [a,b]

plati
[ fn(X) = fn(X)| < qup(fn’ Sm) <e.

Pak pro kazdé n > ng a x € [a, b] plati

[fa() = fQ) = lim | f(x) = fm(X)] < &.

Funkce f je spojitd na [a, b]. Pfedpokladejme, ze y € [a,b]. Zvolme ¢ > 0. K nému
nalezneme podle predchoziho pozorovani ng € N takové, Ze pro kazdé x € [a, b]
plati | fn (x)— f(x)| < e. Funkce f,, je spojitana [a, b], a tedy existuje § > 0 takové,
ze pro kazdé z € [a,b], |z — y| < &, plati | fn(2) — fuo(¥)| < &. Potom pro kazdé
z €la,b], |z —y| <4, plati

1f (@) = SO = (@) = fuo @ + [fng (2) = Sag D] + | fo () = F(W)] < 3e.

Funkce f je tedy spojita v bodé y. Protoze bod y byl zvolen libovolné, je funkce
S spojita na [a, b].

Plati 1im 0gup(fn. f) = 0. Tento vztah plyne okamzité z uvedeného pozorovani.
To znamena, ze posloupnost { f, } je v prostoru (€([a, b]), 0sup) konvergentni, ¢imz
jsme ovétili definici tplnosti pro prostor (€([a, b]), Osup)- *

8.7.13. Priklad. Dokazte, ze metricky prostor (€([—1, 1]), @in¢) neni tplny.
Reseni. Pro kazdén € N definujeme funkci f, na [-1, 1] pfedpisem

fu(x) = sign(x) V/]x].
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Potom pro kazdé m,n € N splnujici m < n plati

1 1
Qi fo fon) = /_ 1fa0) = ()] dx =2 /0 (fu) = fon)) dx

. n m _ 2(n—m)
_2(n+1_m+1)_(n+1)(m+1)'

Necht ¢ > 0. Nalezneme ng € N takové, Zzeng +1 > % Potom pro kazdé m,n > ny
plati
2(n —m) - n 1 2

in s = - = =
Oint(fns fm) m+1D@m+1) n+1m+1 no + 1

g,

takze posloupnost { ,} je cauchyovska v prostoru (€([—1, 1]), gin¢). Dokdzeme vsak,
Ze tato posloupnost nenf v prostoru (€([—1, 1]), gin¢) konvergentni.

Necht f je libovolna spojita funkce na [—1, 1] a ozna¢me a = f(0). Predpo-
kladejme nejprve, Ze a < 0. Potom ze spojitosti funkce f* v bodé 0 existuje § > 0
takové, ze pro kazdé y € [0,6] plati f(y) < % K tomuto § existuje m € N takové,
7ze 27" < §. Oznaéme

8
y = / (fn) = £(2) d.
o—m

Potom y > 0, nebot pro kazdé x € [27,6] plati fi(x) > %a f(x) < %, takze
Jm(x) > f(x). Navic pro kazdé n > m plati

1 8
Q(fn,f)=f_1|fn(X)—f(X)ldxZ/wn fu@) — £ dx

8
- / (fu () — £(x)) dx = / (fn () — /() dx

8
2-m 2—m
= J/’
takze funkce f neni limitou posloupnosti { f,} v prostoru (€([—1, 1]), Qint)-
Nyni predpokladejme, Ze a > 0. Potom ze spojitosti funkce f vbodé 0 existuje
8 > 0 takové, ze pro kazdé y € [, 0] plati f(y) > —%. K tomuto § existuje m € N
takové, ze 27" < §. Oznaéme

—p—m

y = / (f(x) = fm(x)) dx.

Potom y > 0 a pro kazdé n > m plati

1 —2—m
Q(fn,f>=/_1|fn<x>—f(x>|dxz/_8 ) — f(0)] dx
—_p—m

_2_m
= [ vw- sz [ (0 - ) dx

=y’
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a tedy funkce f opét neni limitou posloupnosti { f,} v prostoru (€([—1. 1]). Qinc)-
Posloupnost { f,} tedy neni v prostoru (€([—1, 1]), ¢in¢) konvergentni. Z toho plyne,
ze tento metricky prostor neni uplny. *

Banachovy prostory.

8.7.14. Definice. Banachovym prostorem nazyvame tplny normovany linearni
prostor.

S teorii Banachovych prostort, které tvoti velmi dulezitou podtridu aplnych
metrickych prostort, se lze seznamit v [10]. Zde a v piikladové ¢asti uvedeme jen
nékolik zakladnich prikladt. Podle Prikladi a vime, ze prostory R”
a C",n € N, opatrené standardnimi operacemi s¢itani vektori a nasobeni skalary,
jsou Banachovy prostory. Nasledujici ptiklad zobecnuje tyto vysledky.

8.7.15. Priklad. Necht X je normovany linearni prostor, ktery ma kone¢nou di-
menzi. Potom je X Banachiv.

Resend. Predpokladejme nejprve, ze X je komplexni normovany linearni prostor.
Normu odpovidajici metrice 0 na C” z Ptikladu oznadime symbolem ||- | c.
Pro a, B € C" tedy plati o — Bllc» = o(a, B). Normu na X budeme znacit || - ||.

Necht prvky xi, ..., x, tvoii bazi B prostoru X . Definujme zobrazeni @: C" —
X predpisem

n
D(ag,...,ap) = Zaj Xj.
j=1

Zobrazeni @ je linearni a z vlastnosti baze B plyne, Ze zobrazeni @ je prosté a na.
Inverzni zobrazeni ®~!: X — C” je tedy dobfe definovano. Navic lze snadno
ovéfit, ze @' je linedrni. Pro a, B € C" plati

@) —2(B)l = HXH:%‘ A Zn:ﬂf N H
j=1 j=1

n n
=ty =Bl il = (3 i) - lle = Bl
j=1 j=1

Odtud plyne, Ze zobrazeni @ je spojité.
Ukazeme, Ze existuje konstanta C > 0 takova, ze pro kazdé o € C” plati

[@(@)] = Cllellcn. (8.19)
Polozme C = inf{||®(a)|; « € S}, kde
S = {ot S (Cn, ”Ol”(Cn = 1}
Mnozina S je zfejmé omezenad a je také uzaviena podle Véty , nebot S je vzo-
rem mnoziny {1} pfi zobrazeni @ + |a|/cn, které je spojité podle Prikladu 8.4.4.
Mnozina S je tedy kompakeni podle Piikladu . Ze spojitosti @, Prikladu 8.4.4
a Véty plyne spojitost zobrazeni a + [|®@()||. Podle Véty existuje
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B € S takové, ze ||@(B)|| = C. Vztah @ zfejmé plati pro o = 0 € C". Predpo-
kladejme, ze & € C", o # 0. Potom mame «/ ||et|[c» € S a

9@ = | (laler - )]

= ”“a”C" "15( 2 )H (linearita @)
lletll
o
= [lellcn - H(D(HOZH(CV!)H (vlastnost normy)
> ||laflcn - C. (definice mnoziny S a konstanty C)

Tim je nerovnost ovérena.

Necht {x} je cauchyovska posloupnost prvkii X. Oznaéme o = @~1(x¢), k €

N. Diky nerovnosti mame pro kazdé k,/ € N
le* — ot || = 1@ (xp) — @71 (x)) || (definice prvka ok, al)
= o7 O — x| (lincarita @~ 1)
1
< EH(P((P_l(xk —x1)|| (nerovnost )
1
= E”xk — x|

Odtud plyne, ze také posloupnost {a*} je cauchyovskd. Prostor C" je uplny (Pii-
klad , existuje tedy o € C” takové, Ze lim ok = a. Diky spojitosti zobrazeni
& mame

limx* = lim @ («%) = &(a).

Posloupnost {x¥} je tedy konvergentni, ¢imz je iplnost prostoru X dokazana. &

8.7.16. P¥iklad. Dokazte, Ze normovany linearni prostor (€([0, 1]). || - [|sup) je Ba-
nachtv.

Resent. 'V Piikladu jsme ukazali, Ze (€([0,1]). || - lsup) je normovany linearni
prostor. Ptame-li se, zda je tento prostor také tplny, ptame se po Gplnosti metric-

kého irostoru (€([0,1]). 0sup)- Prostor (€([0, 1]), osup) je viak uplny podle Prikla-

du.7.19. *
8.7.17. Priklad. Dokazte, ze prostor £« je Banachiv.

Reseni. Pro kazdé x € £oo budeme pouzivat oznaceni x = {x,}, neboli x,, je m-ty
¢len posloupnosti x. Necht {x"} je posloupnost prvki prostoru £, ktera je cauchy-
ovska. Prokazdém e N plati, ze posloupnost {x};,}52 ; je cauchyovska posloupnost
redlnych &sel, nebot pro kazdé i, j € N plati |x}, — xi| < ||x' — x/ ||oo. Prostor R je
uplny, a proto je posloupnost {x};}°2 , konvergentni pro kazdé m € N. Oznac¢me
piislusnou limitu jako x;,.

Pro ¢ = 1 nalezneme diky cauchyovskosti {x"} ¢islo ny € N takové, ze pro
kazdé i, j > no plati |x' — x/|| < 1. Mdme pak

| < 1 |4 1 = X | < X0+ (1670 — x| < X" + 1
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pro kazdén > ng a pro kazdé m € N. Odtud plyne |x;;,| < ||x"°]| 4 1, coz dokazuje,
zex® ={x;} €.

Zbyva ukazat, ze {x"} konverguje k x*. Zvolme & > 0. K nému nalezneme diky
cauchyovskosti {x"} &slo ng € N takové, ze pro kazdé i, j > ng platf [|x' —x/| < e.
Zvolme m € N. Nalezneme j > ng takové, ze |x);, — x,’},| < &. Pak pro kazdé n > ng

plati
oy — | < [y — Xl 4 xh = 2 <&+ ) — 2" <o 46 =2e.

Odtud plyne, ze pro kazdé n > ng plati | x* — x"|| < 2¢. Posloupnost {x"} je tedy
konvergentni v prostoru £oo. ¥y

Zakladni vlastnosti Giplnych prostorii.

8.7.18. Véta (iplnost a uzavienost). Necht (P, ¢) je Gplny metricky prostora M C
P. Potom je (M, o) uplny pravé tehdy, kdyz M je uzaviena v (P, o).

Ditkaz. = Necht {x,} je posloupnost prvktt M, ktera v P konverguje k prvku x e
P . Posloupnost {x,} je tedy cauchyovska v P. Tim padem je také cauchyovska v M.
Metricky prostor M je uplny, takze existuje bod y € M, ke kterému konverguje
{xn} v M.Potom {x,} konverguje k y iv P. Z jednoznacnosti limity vyplyva x =y,
atedy x € M. Mnozina M je tedy uzaviena.

& Necht {x,} je cauchyovska posloupnost prvki M. Potom je {x,} cauchyovska
také v P, coz je Giplny metricky prostor, a tedy existuje x € P takové, ze lim x, = x.
Protoze M je uzaviena, plati x € M. Tedy limx, = x také v M, takie (M, ) je
uplny. [

8.7.19. Véta (Cantor). Necht (P, ) je metricky prostor. Potom P je uplny pravé
tehdy, kdyz pro kazdou posloupnost { F;,} neprazdnych uzavienych podmnozin P
spliujici F,41 C Fy pro kazdé n € N a lim, o diam F, = 0 je (), F» jednobo-
dova mnozina.

Ditkaz. = Necht {F,} je posloupnost mnozin splnujici predpoklady véty. Pro
kazdé n € N zvolime libovolné prvek x, € F,. Zvolme ¢ > 0. K nému nalezneme
no takové, ze diam F,, < e. Potom pro kazdé m,n > ng plati xp, x, € Fy, a tedy
0(Xm, xn) < €. Posloupnost {x,} je tedy cauchyovska. Z uplnosti P plyne, ze exis-
tuje x € P takov¢, ze limx, = x. Pro kazdé n € N je {x;}?2, posloupnost prvki
Fy, ktera podle véty o limité vybrané posloupnosti konverguje k x. Protoze F, je
uzaviend, plati x € F,. Protoze n bylo zvoleno libovolné, dostavame x € Moy Fa.
Pro kazdé m € N plati diam((;—; Fx) < diam Fy, a tedy diam((,—; F,) = 0.
Odtud plyne, ze (,2; Fu = {x}.

< Necht {x,} je cauchyovska posloupnost v P. Pro kazdé n € N polozme F, =
{x;; j = n}. Potom je {F,} posloupnost neprazdnych uzavienych mnozin v P,
ktera splnuje F,41 C F, pro kazdé n € N. Zvolme ¢ > 0. K nému nalezne-
me no € N takové, ze pro kazdé n,m > ng plati o(x,,x,») < e. Odtud plyne,
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ze diam F, < diam F,, < & pro kazdé n, a tedy limdiam F, = 0. Podle pted-
pokladu plati (,2; F, = {x} pro n&aké x € P. Potom pro kazdé n > nq plati
o(x,x,) < diam F,, < ¢. Odtud plyne, ze lim x, = x. [ |

8.7.20. Bez predpokladu limdiam F,, = 0 Cantorova véta neplati. Prikladem je
posloupnost podmnozin {F,} v R definovana predpisem F, = [n,0), které jsou
uzaviené (vizte Priklad a Vétu B.3.13) a pro kazdé n € N plati F,41 C Fy.

Nesplnuji vsak pozadavek lim, o diam F, = 0 a zfejmé plati ﬂ;ozl F, = 0.

8.7.21. Véta. Metricky prostor je kompaktni pravé tehdy, kdyz je totalné omezeny
a uplny.

Diikaz. Postupné dokazeme nasledujici tfi implikace.

Kompaktnost = dplnost.  Predpokladejme, ze {x,} je cauchyovska posloupnost v P.
Potom z kompaktnosti P plyne, ze existuji podposloupnost {x,, }32, posloupnosti
{x,} abod x € P takové, ze limg_, o X, = x. Zvolme ¢ > 0. Potom z Bolzanovy-
Cauchyovy podminky plyne, ze existuje no € N takové, ze pro kazdé m,n > ng
plati o(x,,xm) < &. Diky konvergenci posloupnosti {x, }3>, dale existuje ko €
N takové, ze pro kazdé k > ko plati o(xs,,x) < e. Protoze {ny}2, je rostouci
posloupnost ptirozenych ¢isel, existuje k > ko takové, ze ny > ng. Potom pro
kazdé n > ng plati

0(xXn, x) < 0(Xn, Xn, ) + 0(Xn,, X) <&+ =2e.
Odtud plyne, ze lim x, = x, takze {x,} je konvergentni. Prostor P je tedy tplny.
Kompaktnost = totdlni omezenost.  Tato implikace vyplyva z Véty .

Uplnost a totdlni omezenost = kompaktnost. ~ Necht {x,} je posloupnost prvkai P. Diky
totalni omezenosti P nalezneme pro kazdé k € N kone¢nou %-sit’ Dy.. Déle zkon-
struujeme posloupnost {dy } takovou, ze pro kazdé k € N jsou splnény nasledujici
dvé podminky:
° dk € Dy,
e mnoZina Ay C N definovana predpisem Ay = {j € N; x; € ﬂle B(d;, %)}
je nekonec¢na.
Plati P = UdeD1 B(d, 1), a tedy
N = [J{jeN:x eBd D}
deD
Vyjadrili jsme mnozinu ptirozenych &isel jako sjednoceni kone¢né mnoha mnozin.
Alespon jedna z nich tedy musi byt nekone¢na. To znamena, ze existuje d; € D,
takové, ze prislusna mnozina A4; je nekonecna.
Nyni predpokladejme, Ze mame jiz zvoleny body di, ..., di. Potom plati P =

UdeDk_H B(d, k;-i-l)’ a tedy

Ax = U {J € Ag; Xj € B(d, ﬁ)}
dEDk+1



8.7. UPLNE PROSTORY 169

Opétjsme vyjadrili nekone¢nou mnozinu A jako sjednoceni kone¢né mnoha mno-
zin, a tedy alespon jedna z nich musi byt nekone¢na. Tedy existuje di41 € Di4q
takové, ze prislusna mnozina Ay je nckonecna.

Nyni nalezneme rostouci posloupnost pfirozenych ¢isel {ng}g2 , takovou, ze
pro kazdé k € N plati ny € Ag. Zvolme & > 0. K nému nalezneme ko € N takové,
ze % < &. Potom pro kazdé k., k" > kg plati

1
Q(-xnkvxnk/) S Q(xnkvdko) + Q(dkovxnk/) < k_o + — = —<Eé&.

Posloupnost {x,, }72 ; je tedy cauchyovskd. Protoze P je tplny, je tato posloup-
nost konvergentni. Z libovoln¢ zvolené posloupnosti prvki z P jsme tedy vybrali
konvergentni podposloupnost. Jinymi slovy, P je kompaktni. ]

8.7.22. Véta. Necht (P, 0) a (Q,0) jsou metrické prostory, Q je uplny, f: P — Q,
A C Paa e A Pak limita limy 4 xe4 f(x) existuje pravé tehdy, kdyz je splnéna
nasledujici (Bolzanova-Cauchyova) podminka:

VYe>038>0Vx,y € (Bad) \{a}) NA:o(f(x), f(y)) <e.

Diikaz. =  Oznaéme z = limy—g,xed f(x). Zvolme ¢ > 0. K nému nalezneme
§ > 0 takové, zZe

Vx € (B(a,8)\{a}) NA: o(f(x),2) <e.
Pro libovolna x, y € (B(a,6) \ {a}) N A potom plati

o(f(x). f(¥) =o(f(x).2) +0(z. f(y) <& +e=2e

&  Protoie a € A', existuje posloupnost {x,} prvkt mnoziny A4\ {a} takova, ze
X, — a. Snadno ovétime, ze posloupnost { f(x,)} je cauchyovska: Zvolme & > 0.
K nému nalezneme § > 0 diky Bolzanové-Cauchyové podmince. Dale nalezneme
no € N takové, ze x, € B(a,d) pro kazdén > ng. Tedy o (f(xn), f(xm)) < € kdykoli
m,n > ng. Posloupnost { f(x,} je tedy cauchyovska v prostoru (Q, o). Protoze pro-
stor Q je Gplny, existuje y = lim, 00 f(xs) € Q. Ukdzeme, ze limys4.xeq f(x) =

Zvolme libovolné & > 0. Pak existuje § > 0 takové, ze o(f(u), f(v)) < € pro
kazdé u,v € (B(a,$) \ {a}) N A. Dale existuje ng € N takové, ze x, € B(a,§) pro
kazdén > ng,an; > ng takové, ze o(f(xn,),y) < . Tedy

o(f(x),y) <o(f(x), f(xny)) +0(f(xn),y) <2e
pro kazdé x € (B(a,d) \ {a}) N A. [
Banachova véta o pevném bodé¢.
8.7.23. Definice. Necht X je mnozina, T: X — X ax € X. Rekneme, 7e x je
pevnym bodem zobrazeni T, jestlize T'(x) = x.

8.7.24. Nckteré rovnice v pokrocilejsich partiich matematické analyzy lze resit
nalezenim pevného bodu vhodného zobrazeni. Banachova véta o kontrakei (Ve-
ta B.7.28) udava ﬁomérné obecné postacujici podminky pro existenci pevného bo-

du. V Kapitole [14 ukazeme jeji aplikaci v teorii diferencialnich rovnic.
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8.7.25. Definice. Necht (P, ) a (Q,0) jsou metrické prostory, f: P — Qa K > 0.
Rekneme, e zobrazeni f je K-lipschitzovské, jestlize pro kazdé x,y € P plati
a(f(x), £()) < Ko(x,y). Rekneme, 7e f je lipschitzovské, jestlize existuje K > 0
takové, ze f je K-lipschitzovské. Rekneme, #e zobrazeni [ je kontrakee, jestlize
existuje K € [0, 1) takové, ze f je K-lipschitzovské.

8.7.26. Necht (P,0) a (Q,0) jsou metrické prostory a f: P — Q je lipschitzovské
zobrazeni. Pak je snadné ovéfit, Ze f je stejnomérné spojité, a tedy i spojité. Nej-
prve nalezneme K > 0 takové, ze f je K-lipschitzovské. Zvolme & > 0 a polozme
8 = ¢/K. Potom pro kazdé x, y € P splnujici o(x, y) < § plati

a(f(x), f()) < Ko(x,y) < K§ =e.
Zobrazeni f je tedy stejnomérné spojité.
8.7.27. Priklad. Necht (P, ) je metricky prostora A C P je neprazdna mnozina.

Dokazte, ze potom je funkce f: P — R definovana predpisem f(x) = dist(x, 4)
1-lipschitzovska na P.

Reéseni. Zvolme x,y € P ae > 0. Pak nalezneme x', y' € A takova, ze o(x,x) <
dist(x, A) + e ao(y,y’) < dist(y, A) + &. Potom plati

dist(x, 4) < o(x.y") <o(x.y) + o(y.y") < o(x.y) + dist(y, 4) +&.

Odtud plyne
dist(x, A) — dist(y, A) < o(x,y) + ¢
pro kazdé & > 0. Mame tedy

f(x) = f(y) = dist(x, A) — dist(y, A) < o(x. y). (8.20)
Zaménou roli x, y obdrzime
f() = f(x) = dist(y, 4) — dist(x, 4) < o(y. x). (8.21)

Z (.20), (.21) a symetrie metriky plyne
S () = )] = olx, y),
a tedy f je 1-lipschitzovska funkce. a

8.7.28. Véta (Banach). Necht (P, ) je uplny neprazdny metricky prostoraT: P —
P je kontrakce. Potom existuje pravé jeden pevny bod zobrazeni T

Ditkaz. Existence pevného bodu. Budeme rekurentné definovat posloupnost bodu {x,}.
Hledany pevny bod pak obdrzime jako limitu této posloupnosti. Diky neprazd-
nosti P mizeme zvolit x; € P libovolné. Predpokladejme, ze pro néjaké n € N
mame jiz definovany body x, ..., X,. Potom definujme x, 41 = T'(x,). Dokdzeme,
ze posloupnost {x,} je cauchyovska v prostoru P.

Podle predpokladu existuje y € [0, 1) takové, ze T je y-lipschitzovské. Pokud
y = 0, pak je zobrazeni konstantni a dokazované tvrzeni zfejmé plati. Predpokla-
dejme tedy v dal$im, Ze y > 0. Matematickou indukci ovétime, ze pro kazdé n € N
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plati o(xp, Xn41) < y"lo(x1,x2). Pron = 1 je tvrzeni zfejmé. Predpokladejme, ze
dokazovana nerovnost plati pro n. Pak plati

0(xnt1. Xn12) = (T (xn), T(Xn11)) (definice posloupnosti {x,})
<y-0(Xn, Xn+1) (y-lipschitzovskost T')

<y-y"Lo(x1,x2) = y"0(x1, Xx2). (indukéni predpoklad)
Odtud a z trojihelnikové nerovnosti plyne, ze pro kazdé m,n € N,m < n, plati

0(Xm, Xn) < 0(Xm, Xm+1) + 0(Xms1, Xma2) + -+ + 0(Xn—1,Xn)
<" Y+ Y 0(xr x2)

m—1

11—y

=

co(x1,x2).

Zvolme ¢ > 0. Ponévadz y € [0, 1), plati lim y* = 0. Lze tedy nalézt ng takové, ze

n()—l
-o(x1,x2) <e.
l—y

Potom pro kazdé n > m > ng plati

m—1 no—1

v Y
0(Xm, Xn) = = -0(x1,x2) < = o(x1,x2) <e.

Posloupnost {x,} je tedy cauchyovska v P. Prostor P je uplny, takze existuje x € P
takové, ze lim x, = x.

Dokazeme, ze T(x) = x. Podle véty o limité vybrané posloupnosti (Véta (c))
plati lim x, 11 = x, neboli lim 7' (x,) = x. Podleje T spojité, a tedy dle He-
ineovy véty plati lim 7'(x,) = T'(x). Z véty o jednoznacnosti limity (Véta (a))
plyne, ze T'(x) = x.

Jednoznacnost pevného bodu. Predpokladejme, Ze x a y jsou pevné body zobrazeni T.
Pak plati

o(x,y) = o(T(x), T(y)) <y-o(x,y).
Protoze y < 1, musi platit o(x, y) = 0, a tedy x = y. Odtud plyne, zZe pevny bod

zobrazeni T je jednozna¢né uréen. ]

8.7.29. Poznamka. V matematice existuje cela fada vét o pevném bodé. Pro ilu-
straci uvedme bez ditkazu zndmou Brouwerovuf vétu o pevném bodé. Necht K je
neprazdna konvexni kompaktni podmnozina R” a f: K — K je spojité. Potom
ma f pevny bod. V tomto ptipadé ale nemusi byt pevny bod jednoznacné urcen.

2Luitzen Egbertus Jan Brouwer (1881-1966)



172 8. METRICKE PROSTORY

Baireova véta.

8.7.30. Definice. Necht (P, ) je metricky prostora A C P. Rekneme, e mmno-
zina 4 je
e prvni kategorie v P, jestlize existuje posloupnost {4,}52, fidkych mno-
zinv P takovd, ze A = o2 An,
e druhé kategorie v P, jestlize neni prvni kategorie,
e residualni v P, jestlize P \ A je prvni kategorie v P.

8.7.31. Necht (P, o) je metricky prostor a A C P. Mnozina A je prvni katego-
rie v P pravé tehdy, kdyz existuje spocetny systém A tidkych mnozin v P tako-
vy, ze A = (JA. Pokud je totiz A mnozina prvni kategorie, pak staci polozit
A = {A,; n € N}, kde 4, jsou ridké mnoziny z predchozi definice. Obracené,
pokud A je prislusny spocetny systém, miizeme jeho prvky usporadat do posloup-
nosti (Lemma ??(b)) {4,}52 ;. Pokud by byl A kone¢ny, pak popuzijeme prazdnou
mnozinu v roli n¢kterych A,. Pak bude platit 4 = | J,—, 4x.

8.7.32. Priklady. Dokazte, ze

(a) prostor Q je prvni kategorie v R,
(b) mnozina R\ Q je residudlni v R,
(c) mnozina €([a, b]) je prvni kategorie v prostoru (€([a, b]), Qint)-

Reésend. (a) Pro kazdé r € Q je jednobodova mnozina {r} fidka v R podle Prikla-
du B.3.43(a). Navic platf
Q=Jrh

reQ
Mnozina Q je tedy spocetnym sjednocenim fidkych mnozin, tudiz je prvni kate-
gorie v R.
(b) Tvrzeni je pfimym dusledkem jiz dokazaného tvrzeni (a).
(c) Pro kazdé n € N polozme
Ap ={f €€(a,D]); Vx € [a,b]: | f(x)] < n}.

Pro kazdé n € N je mnozina A4, tidka v prostoru (€([a, b)), 0in¢). Dtikaz lze provést
obdobné jako v Prikladu (a). Necht g € €([a, b]). Potom podle Véty
je g omezena na [a, b]. Existuje tedy n € N takové, ze g € 4,. Odtud vyplyva, ze
€ ([a,b])) = Us—; An. Mnozina €([a, b]) je tudiz prvni kategorie v (€([a, b]), Oin)-

Fy

8.7.33. Véta (vlastnosti mnozin prvni kategorie). Necht (P, ¢) je metricky prostor.

(a) Jestlize mnozina A, C P je prvni kategorie v P pro kazdé n € N, potom
je Uney An prvni kategorie v P.

(b) Jestlizeje A C P prvni kategoriev P a B C A, potom je B prvni kategorie
v P.
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Diikaz. (a) Podle predpokladu a existuje pro kazdé n € N spocetny systém
4y, jehoz prvky jsou fidké mnoziny v P a ktery splnuje 4, = |J#,. Polozme
A = (Jy= #4n. Potom je systém A spocetnym sjednocenim spocetnych systémd,
a tedy je podle Véty (b) také spocetny. Navic A obsahuje zfejmé pouze ridké
mnoziny v P a plati (J 4 = U;~, U A» = Up=; 4» = A. Podle e mnozina
A prvni kategorie.

(b) Podle predpokladu existuji mnoziny 4,, n € N, fidké v P, které splnuji 4 =
Une1 4s. Pro kazdé n € N polozme B, = A, N B. Potom je podle Véty (a)
mnozina B, fidka v P pro kazdén e Na B = UZO=1 B,. Mnozina B je tedy prvni
kategorie v P. |

8.7.34. Véta (Bairea). Necht (P, ) je tplny metricky prostora G C P je neprazdna
oteviena mnozina. Potom je G druhé kategorie v (P, 0).

Diikaz. Pro spor predpokladejme, ze G je prvni kategorie v P. Existuji tedy mno-
ziny A,,n € N, které jsou fidké v P a plati G = | J;—; 4,. Zkonstruujeme oteviené
koule B(xy,rn), n € N, splnujici B(xy,r1) C G a pro kazdé n € N plati

® B(xp41:7n41) C B(xn,10) \ Ap,
e 1, € (0, %)

Konstrukce. Mnozina G je neprazdna, a proto mazeme zvolit x; € G. Potom di-
ky otevienosti G existuje r; € (0,1) takové, ze B(x1,r1) C G. Nyni predpokla-
dejme, ze jsme jiz zkonstruovali kouli B(x,,r,). Podle Véty nalezneme ne-
prazdnou otevienou mnozinu H C B(x,,r,) takovou, ze H N A, = @. Zvol-
me x,4+1 € H. Potom existuje r,1 € (0, ﬁ) takové, ze B(xp+1,2rn+1) C H.
Pak plati B(xy+41,7241) C B(Xp41.2rn41) podle Piikladu . Mame tedy také
B(Xn41,7n+1) C B(xn,74). Tim je konstrukce hledané posloupnosti kouli provede-
na.

Pro kazdé n € N plati diam B(x,,r,) < 2. Odtud plyne lim, o diam B(xy, ) =
0. Déle pro kazdé n € N plati B(xy41,7n+1) C B(xn,74). Podle Véty existuje
x € (pey B(xn.rs). Potom x € G a pro kazdé n € N plati x ¢ A4,, coZ je spor. ®

8.7.35 (malé mnoziny). V matematice je Casto uzite¢né mit moznost rozlisSovat
mezi malymi a velkymi mnozinami. Pro takové rozliseni je vhodné pouzit pojem
o-idedlu.
Necht X jemnozinaa 3 C £ (X) je systém podmnozin X . Rekneme, Ze systém
3 je (mnozinovy) o-ideal, jestlize
(a) pro kazdou posloupnost {4,} mnozin z 3 plati | J,—, 4» € 3,
(b) pro kazdou mnozinu A € I a kazdou mnozinu B C A plati B € 3.

3René-Louis Baire (1874-1932)
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Na mnoziny, které patii do daného o-idedlu 3, pak pohlizime jako na malé
mnoziny. Podle predchozi definice pak vidime, ze spocetné sjednoceni malych mno-
zin je také mala mnozina a podmnozina malé mnoziny je opét mala. To, zda je mno-
zina A mala, nebo ne, zalezi na pouzitém o-idealu. Dilezitym piikladem o-idedlu je
systém spocetnych podmnozin dané mnoziny X (vizte Vétu [1.5.24(a),(b)). Dal$im
dulezitym piikladem jsou lebesgueovsky nulové mnoziny v prostoru R” a konec-
n¢ i mnoziny prvni kategorie v daném metrickém prostoru tvoii podle Véty
o-idedl.

Pokud je o-ideal 3 C #(X) netrivialni v tom smyslu, ze 3 # @ a X ¢ 3, pak
lze 3 pouzit k existenénim dikaziim. Chceme-li ukazat, ze v mnoziné X existuje
prvek, ktery ma jistou vlastnost V, staci ukazat, ze mnozina

A = {x € X; x nespliuje V}
patii do 3. Pak je totiz X \ A neprazdna. V nékterych situacich je existen¢ni ditkaz
tohoto typu jednodussi nez ptima konstrukce hledaného prvku. V nasledujicim pa-
ragrafu se podivame podrobnéji na tuto metodu v pripad¢é mnozin prvni kategorie.

8.7.36 (metoda kategorif). Necht X je mnozina a V(x), x € X je néjaka vyrokova
formana X . Chceme-li nalézt x € X takové, ze plati V(x), stac¢i na X nalézt metriku
o takovou, ze metricky prostor (X, ) je tplny, a dokazat, ze vzhledem k této metrice
je mnozina Z = {y € X; =V(y)} prvni kategorie. Podle Baireovy véty pak neplati
X = Z, protoze uplny prostor neni prvni kategorie. Existuje tedy prvek x € X
splnujici V(x). Mnozina vsech takovych x je dokonce residualni v X.

Metodu kategorii ilustrujme nasledujicim prikladem.

8.7.37. Priklad (Bolzano). Dokazte, Ze existuje spojita funkce na [0, 1], ktera nema
v zddném bodé¢ intervalu [0, 1] vlastni derivaci.

Reseni. Mnozinu funkci z €([0, 1]), které maji alesponi v jednom bodé vlastni de-
rivaci, ozna¢me A. Pro kazdé n € N definujme pomocnou mnozinu nasledujicim
zpisobem
Ap ={f €€(0.1]); Ix €[0,1 = L] Vh € (0,2): | f(x + h) — f(x)| < nh}.
Ukazeme, ze mnoziny A, jsou fidké a plati A C U2, 4n. Odtud plyne, ze A je prv-
ni kategorie. Ponévadz (€([0, 1]). owp) je tiplny metricky prostor (Piiklad ,
dostavame podle Baireovy véty (Véta , ze existuje funkce f € €([0,1]) \ A.
Inkluze A C | e An. Piedpokladejme, ze f € A. Potom existuje x € (0, 1) takové,
ze f'(x) je vlastni. Nalezneme § > 0 takové, ze (x,x + §) C [0, 1] a pro kazdé
h € (0,8) a plati
(x+h)—-flx)
)—f - / —f(x))<1.
Nyni nalezneme n € N takové, ze n > max{gl, | f/(x)| + 1}. Potom x € [0,1 — %]
a pro kazdé h € (0, %) plati

4 — fo) = | LD ZSE

PO < (15 + 1) -h < .
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Odtud plyne, ze f € Aj,.

Necht'n € N. Pak je mnozina Ay uzaviend v (€([0, 1]), 0sup). Pfedpokladejme, ze { fi} je
posloupnost funkei z mnoziny A,, ktera v metrice o, konverguje k funkei f €
€([0, 1]). Pro kazdé k € N existuje xx € [0,1 — %] takové, ze pro kazdé h € (0, 1)
plati | fi (xk +h) — fi (xx)| < nh. Podle Bolzanovy-Weierstrassovy véty (Véta
existuje vybrana posloupnost {x;} z posloupnosti {xx} s limitou x* € [0, 1 — %]
Pro zjednoduseni zapisu polozme g; = fx, ay; = x¢; pro j € N. Zvolmenynih €
(0, %) ae > 0. Vzhledem k tomu, ze posloupnost {g;} konverguje k f v supremové
metrice, muzeme nalézt jo takové, Ze plati

Vx €[0,1]: |gj,(x) — f(x)] <e. (8.22)

Ze spojitosti f a vztahu lim y; = x* mtzeme po jo navic pozadovat

|f O™+ 1) = f(vjo + ] < e,
|f(™) = fjg)l <e.

Z definice mnoziny A, plyne

1gjo (jo + 1) — &jo(jp)| < nh.
Pouzitim @) dostaneme

180 (Vjo) = Fig)| <&,
1gjo Wjo + 1) — f(yjo + )| <e.

Potom pomoci trojihelnikové nerovnosti a vyse uvedenych odhadt obdrzime

SO+ M) = F)] = LG+ ) = Fg0 + W)+ 1/ + 1) = 81030 + )]
+ &0 Vjo + 1) — &jo Vi)l + 180 Vio) — S (Vo)
+1/jo) — f(X™)| < nh + 4e.

Vzhledem k tomu, Ze ¢ > 0 bylo zvoleno libovolné, plati | f(x* 4+ h) — f(x*)| < nh.
Odtud plyne, ze f patii do mnoziny A4,. Tim je diikaz uzavienosti A, proveden.

Necht'n € N. Pak je mnozina A, vidkd v (€([0, 1]), 0sup)- Podle pfedchoziho je mnozina
Ap uzaviend, a proto k dikazu jeji fidkosti staci ukazat, ze mnozina €([0, 1]) \ 4,
je husta. Zvolme neprazdnou otevienou mnozinu G v prostoru € ([0, 1]). Zvolme
f € G akninalezneme ¢ > 0 splnujici B(f,¢) C G. Nyni sta¢i podle Véty
nalézt funkci g € B(f,¢) \ Ay.

K funkci f nalezneme nejprve funkei f , ktera bude po ¢astech afinni a bude
blizko k funkci f v supremové metrice. K funkci f pak pri¢teme funkci, ktera bude
velmi rychle oscilovat, ale pfitom bude nabyvat malych hodnot. Tak dostaneme
hledanou funkci g. Ukazme si tento postup podrobné.

Funkce f je stejnomérné spojita podle Véty . Nalezneme tedy § > 0

takové, ze

Vi € 0.1 x = y| < 8: £ = f0)] < - (8.23)
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Zvolme déleni D = {x;}7*, intervalu [0, 1] takové, ze v(D) < 6. (Norma déleni
v(D) byla zavedena v Definici ??.) Definujme funkei f: [0, 1] — R tak, aby f(x;) =
f(x;) prokazdé i €{0,...,m} a pokud x € (x;_1,x;), kde i € {1,...,m}, pak

S(xi) = f(xi-1)

FO) = flxio) + =————"2(x — xi0).
Xi — Xj—1
Funkee f je spojitd, nebot je spojité na kazdém z intervali [x;—1, x;],7 € {1,..., mj.
Pokud x € [0, 1], pak existuje i € {I,..., m} takové, ze x € [x;—1,x;] a s pouzitim
muzeme pocitat
~ Xi) — Xi—
1700 = Feol = |1 = s - LELED |
e € &
< 1£0) = fGmn)| + |G — founl < 5+ 5 =2
Oznaéme
K = max{‘M siefl,..., m}}
Xi — Xi—1
Pro kazdéi € {1,..., m}, x,y € [x;i—1,x;] plati
o=l =L ZLE g <Ky —al. @20

Potom pro kazdé x,y € [0, 1], plati /() — f(x)| < K|y — x|. Skuteéné, zvolme
x,y € [0, 1]. Bez Gjmy na obecnosti miizeme predpokladat, ze x < y. Nalezneme
i,j €{l,...,m} takova, ze x € [x;—1,x;] ay € [xj—1,xj]. Potom mdmei < j a

j—1
) = F@I=1f ) = fFe-Dl+ D 1fe) = feapl + 1f () — f()]

I=i+1
j—1
<Kly—xjal+ Y Kl —xi-1|+ Klxi — x| = K|y —x].
I=i+1

Zvolme konstantu L tak, aby platilo

47 (K + n) nn}

L > max{
g

(8.25)
Funkci g: [0, 1] — R definujme predpisem

g(x) = f(x) + 7 sin(L).
Potom je g spojitd a pro kazdé x € [0, 1] plati

800~ £ < 180 = FC0l + 10— 0l < 5 + 5 = S
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Mame tedy g € B(f,¢). Zbyva ukazat, ze g ¢ A,. Zvolme libovolné x € [0,1 — %]
Pro h € (0, %) plati

lg(x +h)—g(x)| > §| sin(Lx + Lh) —sin(Lx)| — | f(x + h) — f(x)]
> Zlsin(Lx + Lh) = sin(Lx)| - Kh (8.26)
= §| sin(3Lh)| - |cos(Lx + 3 Lh)| — Kh.

Diky (| -) plati 7 < 2n’ a proto muizeme nalézt h* € (0, 1) takové, zZe 1Lh* <z
alx+ Lh* —kn— z neboLx+ 5Lh* = knx + 7 pro vhodné k € N U{O} Pak
plati | cos(Lx + %Lh*)| = \% a
lg(x + h*) — g(x)| = f| sin(LLh*)| — Kh*  (volba h*)
e21

= (2% - K)h* >nh*. (volba L podle (.25))
Odtud plyne, Ze g ¢ Aj,. *

8.7.38. Véta. Necht (P, ¢) je metricky prostor a mnozina Ay, je residualni v P pro
kazdén € N.

(@) Potomje mnozina [y, A, residudlniv P.
(b) Je-li navic P druhé kategorle pak je M,Z; A neprazdna.

Diikaz. (a) Plati P\(,2, A Un=;(P\ Ay). Prokazdén € N je mnozina P \ A,
prvni kategorie. Podle Véty 8.7.33 - e tedy mnozina | J,—, (P \ 4,) prvni kategoric.
Odtud plyne residualita mnoziny (2, 4

(b) Podle (a) je mnozina P \ (), A» prvni kategorie. Ponévadz je P druhé kate-
gorie, musi byt ;2 A, neprazdni. (]

Mnoziny typu F-sigma a G-delta.

8.7.39. Definice. Necht (P, ) je metricky prostor. Rekneme, Ze mnozina A C P
je
e typu F, v P, jestlize existuji mnoziny F,,n € N, uzaviené v P takové, ze

A= U;o=1 F,
e typu Gs v P, jestlize existuji mnoziny G,,n € N, oteviené v P takové, ze

A=Z Gn.

8.7.40. Véta (vztah mnozin typu Gs a Fy). Necht (P, ¢) je metricky prostora A C
P. Potom A4 je typu Gs v P pravé tehdy, kdyz P\ A4 je typu Fy v P.

Diikaz. = Pro A typu G5 nalezneme posloupnost mnozin {G,}32, otevienych
v P spliujici A = (),2; G». Pron € N polozme F, = P\ G,. Podle Véty
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je pro kazdé n € N mnozina F, uzaviena v P. Podle De Morganovych pravidel

(Véta ) plati
P\A=P\(\Gu=J(P\Gu) =] Fu.
n=1

n=1 n=1
takze mnozina P \ 4 je typu F, v P.
< Dukaz této implikace je obdobny. [}

8.7.41. Priklad. Necht (P, o) je metricky prostor. Dokazte, Ze je-li A C P uzaviena
(resp. oteviend) v P, potom je zaroven typu Gs i Fy v P.

Reseni. Mnofina A je uzaviend v P. Pro n € N polozme F, = A. Potom pro kazdé
n € N je zfejmé mnozina F, uzavienav P aplati 4 = Un=; Fx. Mnozina Aje tedy
typu Fo.

Dokazeme nyni, Ze mnozina 4 je také typu Gs. Pokud je A prazdna, potom je
ztejmé typu Gs. Predpokladejme tedy, Ze A je neprazdna. Pron € N polozme

G, = {x € P; dist(x, A) < %}
Potom je pro kazdén € N mnozina G, oteviena v P podle Véty , nebot funkce
x > dist(x, A) je spojita, jak plyne z Pikladu . Navic zfejmé plati 4 C G,
pro kazdé n € N a podle Vet B.3.24(c) a B.3.23je A =,2, Gn. Mnozina A je tedy
typu Gs v P.
MnoZina A je oteviend v P . Tvrzeni plyne z predchoziho a Vét aB.7.44. &

8.7.42. Véta. Necht (P, o) je metricky prostor a A C P je husta mnozina typu Gs.
Potom je A residualni v P.

Diikaz. Pro mnozinu A existuje posloupnost {G,} otevienych mnozin v P splnujici
A =72, Gy. Protoze je mnozina A hustav P, plyne z Véty , ze mnozina G,
n € N, ktera A obsahuje, je také husta v P. Pro kazdé n € N je podle Véty
mnozina P \ G, fidka v P. Navic plati

P\A=P\ ()G =JP\Gn,

n=1 n=1

takze P \ A je prvni kategorie v P, neboli 4 je v tomto prostoru residualni. [

8.7.43. Véta. Necht (P, o) je metricky prostor a Q je Gs podmnozina P. Potom je
(Q. o) prostor druhé kategorie v sob¢.

Diikaz. Predpokladejme pro spor, ze (Q,0) je prvni kategorie v (Q, 0). Je-li mno-
zina H C Q tidka v (Q, 0), pak lze s pomoci Véty snadno nahlédnout, ze
je H tidké4 i v prostoru (Q,0). Odtud plyne, ze Q je prvni kategorie i v prostoru
(0,0). Mnozina Q je typu Gs v P az Véty Ize snadno odvodit, ze Q je typu
Gs v 0. Podle Véty je O residudlni v (0, 0), a tedy 0o\0 je prvni katego-

rie v (0, 0). Odtud plyne, Ze (0, 0) je sjednocenim dvou mnozin prvni kategorie
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v (0, 0), a tedy jde 0 mnozinu prvni kategorie v (0, 0). Prostor (0, 0) je viak uplny
podle Véty , a je tedy druhé kategorie podle Véty , COZ je Spor. ]

8.7.44. Véta. Necht (P, g) je uplny metricky prostora A C P je mnozina typu Fy
v P, ktera je druhé kategorie v P. Potom ma A neprazdny vnitiek.

Diikaz. Podle predpokladu existuji uzaviené mnoziny F, C P,n € N, takové, ze
A = ;2 Fx. Mnozina A neni prvni kategorie, a proto existuje ng € N takové, ze
Fy, neni fidka. To znamena, Ze mnozina P \ F,, = P \ F,, neni husta. Existuje
tedy neprazdna oteviena mnozina, ktera je obsazena v Fy,. Vnitick mnoziny F,,
a tedy i mnoziny A4, je tak neprazdny. [

8.7.45. Véta (charakterizace mnozin druhé kategorie). Metricky prostor (P, o) je
o0

druhé kategorie pravé tehdy, kdyz pro kazdou posloupnost {G,}52, otevienych
hustych mnozin v (P, ¢) plati ("~ G, # 0.

Diikaz. = Provedeme nepiimy diikaz. Predpokladejme, ze existuje posloupnost
otevienych hustych mnozin {G,}52 ;| takova, ze Noe; Gn = 0. Potom je pro kazdé

n € N podle Véty mnozina P \ G, fidka v (P, ¢). Navic plati

P=P\()Gu=J(P\Gn.

n=1 n=1
Odtud plyne, Ze prostor (P, ) je prvni kategorie, a tedy neni druhé kategorie.

< I tuto implikaci dokazeme nepiimym dtikazem. Pfedpokladejme, zZe prostor
(P.0) je prvni kategorie. Potom existuje posloupnost jeho fidkych podmnozin
{An} spltjici P = | J;2, A,. Podle Véty (c) je pro kazdén e N mnoZina A4,
tidka v (P, o). Navic zfejmé plati P = | J52, A,. Pron € N polozme G, = P \ 4,.
Pak je Véty a Definice pro kazdé n € N mnozina G, oteviena a husta
v (P, 0). Dale plati

N6 =N A =P\ g =r\P=0.
n=1 n=1 n=1

8.7.46. Jestlize {G,} je posloupnost mnozin typu Gs v metrickém prostoru (P, ),
pak mnozina | J;—; G, nemusi byt v tomto prostoru typu Gs. Mnoziny tohoto tva-
ru nazyvame typu Gs,. VSimnéme si, ze kazda mnozina typu Gs je také typu Gsg-.
Obdobn¢ definujeme mnoziny typu Fys jako mnoziny tvaru (\;2; Fy, kde {Fy,}
je posloupnost mnozin typu F, v P. Takto mizZeme postupovat dale a definovat
mnoziny typu Gses, Fosor Gsosor Fosos, - .. Opakovanym pouzivanim operaci spo-
¢etného priniku a spocetného sjednoceni vytvarime stale vétsi systémy podmnozin
P. Studiem téchto systémt mnozin se zabyva deskriptioni teorie mnoin, jejiz zaklady
jsou vylozeny napftiklad v [[18].
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8.8. Separabilni prostory

8.8.1. Definice. Rekneme, 7e metricky prostor (P, ) je separabilni, jestlize obsa-
huje spocetnou hustou podmnozinu.

8.8.2. V separabilnim metrickém prostoru P existuje podle definice spocetna hus-
ta mnozina D. Prvky prostoru P, kterych miize byt nespocetné mnoho, lze tedy
s libovolnou presnosti aproximovat prvky z mnoziny D, ktera je spocetna. To je
v n¢kterych konstrukcich podstatné. Ackoliv v nasem textu vyuzijeme separabilitu
jen nékolikrat, jde o dtlezitou a casto pouzivanou vlastnost.

Priklady separabilnich prostorii.
8.8.3. Priklad. Nechtn € N. Dokazte, ze prostor R” je separabilni.

Reéseni. Mnozina Q je spocetna a podle Prikladu hustd v R. Mnozina bodu
zR" s racionalnimi soutadnicemi, tj. mnozina Q", je spocetna podle Véty 1.5.28(c).
Ukazeme, ze mnozina Q" je husta v R”. Zvolme x = [x1,...,x,] € R" a¢ > 0.
Pro kazdé i € {I,...,n} nalezneme diky hustot¢ Q v R prvek y; € Q takovy, ze
lyi —xi| <e//n.Proy ={[y1,...,ya], pak plati y € Q" a

n n 2
02(y,x) = lyi —xil? < il):&
2 ; i i ;(«/ﬁ

Tim je hustota Q" v R" ovéfena. s

8.8.4. Priklad. Nechtn € N. Dokazte, ze prostor C” je separabilni.

Reseni. Mnozina A = {x +iy € C; x,y € Q} je obrazem mnoziny Q x Q pfi
zobrazeni (x, y) = x + iy, které je definovano na R x R s hodnotami v C. Podle
Véty[1.5.28(d) je pak mnozZina A spodetna. Pak i kartézsky soucin A” C C” je podle
Véty [1.5.28(c) spocetna mnozina. Snadno lze ukdzat, ze mnozina A je husta v C
a pak také ze mnozina A" je husta v C". Ob¢ ovéreni lze provést podobné jako

Ptikladu B.8.3. Fs

8.8.5. Priklad. Dokazte, Ze metricky prostor (€([0, 1]), 0sup) je separabilni.

Reseni. Necht n € N,n > 2, aa € R". Funkci Jfa:[0,1] = R definujme jako
funkei, ktera je na kazdém intervalu [% ,’7], kde i € {1,...,n}, afinni, tj. tvaru
X = ax + b, a splnuje f(’;) =a;41,i =0,...,n. Jinymi slovy proi € {1,...,n}

axe [%, ’;] plati
fal) = a + LA (e iz,

S =

Prokazdéa € R**! je funkce f, spojita na [0, 1], a tedy podle Véty B.6.19je i stejno-
mérné spojitd na intervalu [0, 1]. MnoZina funkci 4, = {f;: a € Q"1'} je spocetna
pro kazdén € N. Podle Véty[l.5.28 je spocetna i mnozina 4 = | J32; 4,. Ukazeme,
ze A je husta v (€([0, 1]), Qeup)-
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Necht f € €([0,1]). Zvolme ¢ > 0. K nému diky stejnomérné spojitosti f
nalezneme n € N takové, ze

Va,y € 0,1 [x —y| < 5 [f() = )] <e. (8.27)
Prokazdéi € {0,...,n} nalezneme podle Piikladu a; € Q takové, ze |f(;l;)—
ai+1| < e. Oznaémea = (ay,...,ay+1). Pro x € [0,1] nalezneme j € {1,...,n} ta-

kové,zex € [’n;l %] Potom pomoci avolbya;,i =1,...,n+1, odhadneme
|f(X) = fa(O)] < 1F ) = SISO+ 15D —aj| + laj — fa(x)]
<e+etaj— fa(x)
]

1 n
n

=28+|aj—aj—

<2+ |aj4+1 —aj
<2e+lajp1— fDI+1/E) = FEDI+ 1) —aj] < Se.

Odtud plyne, Ze qup(f. fa) < & Mnozina 4 je tedy hustd, a tudiZ je prostor (€([0. 1]), Qsup)
separabilni. "

8.8.6. Priklad. Dokazte, ze diskrétni metricky prostor je separabilni pravé tehdy,
kdyz je spocetny.

Resent. Necht P je mnozina a ¢ je diskrétni metrika na P. Podle Prikladu
je jedinou hustou podmnozinou prostoru (P, ) mnozina P. Odtud ihned plyne
tvrzeni. ry

8.8.7. Priklad. Dokazte, ze Banachiiv prostor ¢ je separabilni.

Reseni. Pro n € N definujme mnozinu D, jako mnozinu posloupnosti {x;}, které
maji viechny ¢leny raciondlni a pro kazdé j > n plati x; = 0. Pro kazdé n € N je
mnozina D,,n € N podmnozinou ¢y a je prostym obrazem spocetné mnoziny Q"
pii zobrazeni

(xX1,..., X)) = (x1,...,%,,0,0,0,...),

a tedy je spocetna podle Véty (d) Polozme D = (J;2; D,. Mnozina D je
spocetné podle Véty [1.5.28(b). Dokazeme, Ze D je husta v co.

Necht y = {y;}32, je prvek co. Zvolme & > 0. K nému nalezneme no € N
takové, ze |yj| < e pro kazdé j > n. Dale pro kazdé j € {1,...,no} nalezneme
rj € Q spliujici |r; — y;| < e. Definujme posloupnost x = {x;}%2, predpisem

L rj pI‘OjE{l,...,n()},
7o pro j > ny.
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Potom plati x € Dy, a tedy x € D. Dale plati
[x = ylloo = sup |x; — yj
jeN
= max{sup |rj — yjl, sup |0 — yj|}
J<ng Jj>ng

< max{e, e} = e
Mnozina D je tedy husta v ¢o. Odtud vyplyva, Ze prostor cg je separabilni. ry

Zakladni vlastnosti separabilnich prostort.

8.8.8. Véta. Necht (P, 0) je metricky prostor,e > 0a A C P je nespocetna mnozina
takova, ze pro kazdé x,y € 4, x # y, plati o(x, y) > . Potom P neni separabilni.

Diikaz. Predpokladejme, ze D je libovolna husta mnozina v P. Potom pro kazdé
x € Aexistuje dy € D N B(x,5). Necht x,y € A, x # y. Potom plati B(x, 5) N
B(y, 5) = @, nebot kdyby existoval prvek z € B(x, £)NB(y, §), pak bychom dostali

& &
e<o(x,y) <o(x,2)+o(z,y) < §+§ =g,

coz je spor. Odtud plyne, ze dx # dy. To znamena, Ze zobrazeni F: A — D, které
kazdému x € A prifazuje prvek d, € D, je prosté. Tedy mnozina A ma stejnou
mohutnost jako mnozina F(A4). Protoze A je nespodetna mnozina, je nespocetna
i mnozina F(A). Dale vime, ze F(A) C D. Odtud vyplyva, ze i D je nespocetna
mnozina. Dokazali jsme, Ze prostor P neobsahuje zddnou spocetnou hustou mno-
zinu. Tudiz prostor P neni separabilni. [ |

8.8.9. Priklad. Dokazte, ze Banachiiv prostor £ neni separabilni.

Reseni. Pro A € N uvazujme charakteristickou funkci y4: N — R zavedenou
v . Funkce y4 je tedy posloupnost, jejiz ¢leny nabyvaji hodnoty 0 nebo 1.
Pokud A, B C N, A # B, pak zfejmé plati || x4 — xBllco = 1. Mnozina viech pod-
mnozin N je nespodetna (Véta ??, vizte té2 a Vétu ??), a z Véty tedy

vyplyva, ze prostor £« neni separabilni. Fy

8.8.10. Definice. Necht (P, o) je metricky prostora 8 je systém obsahujici oteviené
podmnoziny P. Rekneme, Ze B je baze otevienych mnozZin prostoru P, jestlize pro
kazdou otevienou mnozinu G C P existuje systém 8* C B takovy, ze | JB* =G

8.8.11. Kazdou otevienou mnozinu mizeme obdrzet jako sjednoceni mnozin ba-
ze, pricemz systém bazovych mnozin mtize byt podstatné mensi nez systém vsech
otevienych mnozin. Prazdna mnozina je rovna sjednoceni prazdného systému mno-
zin, a proto baze nemusi, ale muze, obsahovat prazdnou mnozinu.

8.8.12. Véta (charakterizace separabilnich prostorti). Necht (P, o) je metricky pro-
stor. Potom je P separabilni pravé tehdy, kdyz ma spocetnou bazi otevienych mno-
Zin.
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Ditkaz. =  Necht D je spocetna husta podmnozina P. Polozme
B = {B(x,r); xeD, re@Qn (0,00)}.

Mnozina D x Q je spocetna podle Véty 1.5.28(c). Systém 8 je obrazem mnozi-
ny D x Q pfi zobrazeni F: (x,r) — B(x,r), a tedy je podle Véty [1.5.28(d) také
spocetny.

Dokazeme, ze 8B je bazi otevienych mnozin P. Mnoziny v 8 jsou oteviené
koule, a tedy oteviené mnoziny. Necht G C P je oteviena mnozina. Polozme
B* = {H € 8: H C G}. Ziejmé plati | B* C G. Dokazeme opacnou inkluzi.
Predpokladejme, ze x € G. Potom existuje ¢ > 0 takové, ze B(x,¢) C G. Nalezne-
mey € B(x,§)NDar € (5,5 NQ. Potom g(x,y) < r, takze x € B(y,r). Dale
pro kazdé z € B(y,r) plati
&
2
atedy B(y,r) C B(x,¢e) C G.Odtud vyplyva, ze B(y,r) € 8*. Protoze x € B(y,r),
plyne odtud, Ze x € | J 8*. Plati tedy G = | B*.

<  Necht 8 = {B,; n € N} je spocetna baze neprazdnych otevienych mnozin
metrického prostoru (P, ). Potom pro kazdé n € N zvolime x, € B, a polozi-
me D = {x,; n € N}. Mnozina D je zfejm¢ spocetnd. Predpokladejme, Ze G je
neprazdna oteviend mnozina. Potom existuje n € N takové, ze B, C G. Potom
mame x, € G,atedy G N D # @. Podle Véty je tudiZ mnozina D husta v P.
Odtud plyne, Ze prostor P je separabilni. n

&
e(x.2) =e(x.y) +e(y.2) <o+ 5 ==

8.8.13. Véta. Necht (P, g) je separabilni metricky prostora @ C P. Potom je me-
tricky prostor (Q, o) separabilni.

Ditkaz. Podle Véty existuje spocetna baze B8 otevienych mnozin prostoru P.
Definujme systém 8p = {Q N B; B € B}. Systém By spocetny, nebot sytém B je
spocetny. Kazda mnozina z 8o je oteviena v Q podle Véty . Dokazeme, ze
By je bazi otevienych mnozin prostoru Q.

Predpokladejme, ze G C Q je oteviena mnozina v Q. Podle Véty exis-
tuje mnozina G C P otevieniv P splnujici G = G N Q. Pro mnozinu G nalezneme
systém B8* C B spliujici G = |J B8*. Polozme By =1{0 N B: B € 8*}. Potom
zicjmé BY C BoaUBH =0NUB*=0NG =G.

Prostor (Q, 0) je separabilni podle Véty B.8.19, nebot ma spocetnou bazi ote-

vienych mnozin. ]

8.8.14. Véta (totalni omezenost a separabilita). Necht (P, ) je totalné omezeny
metricky prostor. Potom je P separabilni.

Diikaz. Podle definice totalni omezenosti existuje pro kazdé n € N konec¢na %-sit’
D,, prostoru P. Polozme D = | J;2, D,. Podle Véty 1.5.28(b) je potom mnozina
D spocetnd. Zvolme x € P a¢ > 0. Nalezneme n € N takové, ze %
Dy je %-sit’, existuje y € D, takové, ze o(x,y) < % Potom y € D aplatio(x,y) < e.
Odtud plyne, Ze D je husta v P. Prostor P je tedy separabilni. ]

< ¢. Ponévadz
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8.8.15. Duisledek. Necht (P, o) je kompaktni metricky prostor. Potom je P sepa-
rabilni.

Diikaz. Tvrzeni plyne z Véty a Véty . [ ]

8.8.16. Definice. Rekneme, Ze metricky prostor (P, ¢) ma Lindel6fovu vlastnostf,
jestlize pro kazdy systém § otevienych podmnozin P spliujici P = | § existuje
spocetny systém §* C § takovy, ze P = J§*.

8.8.17. Z Véty plyne, ze kazdy kompaktni metricky prostor ma Lindeléfovu

vlastnost.

8.8.18. Véta. Necht (P, 0) je separabilni metricky prostor. Potom P ma Lindel6-
fovu vlastnost.

Diikaz. Necht § je oteviené pokryti P. Bez Gjmy na obecnosti mtizeme predpokla-
dat, ze systém § je neprazdny. Zvolme Gy € §. Necht D = {d,; n € N} je spocetna
husta podmnozina P. Nechtn e Nag € Q, g > 0. Jestlize existuje G € § splnu-
jici B(dy,q) C G, potom zvolme jednu z mnozin G s touto vlastnosti a ozna¢me ji
Gp 4. Jestlize takova mnozina neexistuje, polozme G, 4 = Gy. Definujme systém
§* predpisem

§* ={Gpq:neN, geQ,q >0}

Potom je §* zfejm¢é spocetny a plati §* C §. Dokazeme, ze P = J§™.

Necht x € P. Protoze P = | J§, mizeme nalézt G € § splnujici x € G. Diky
otevfenosti mnoziny G nalezneme r > 0 takové, ze B(x,r) C G. Diky tomu, ze
D je husta mnozina, nalezneme n € N takové, ze d, € B(x, 5). Nyni nalezneme

r

g € Q takové, ze o(x.dy) < q < 5. Potom x € B(dy.q) a pro kazdé y € B(dy.q)

plati diky trojihlenikové nerovnosti

r r r
o(y,x) <o(y.dn) + 0(dn, x) <61+§ < §+§ =r

takze B(dn,q) C B(x,r). Protoze B(x,r) C G, plati B(d,,q) C G 4. To znamena,
ze x € Gpy. Protoze G, 4 € §* a x bylo zvoleno libovolné, plyne odtud, ze P =
J§*. Prostor P ma tedy Lindel6fovu vlastnost. ]

8.9. Souvislé prostory
8.9.1. Definice. Rekneme, ze metricky prostor (P, o) je souvisly, jestlize neni sjed-
nocenim dvou neprazdnych disjunktnich otevienych mnozin. Rekneme, e mno-

zina A C P je souvisla, jestlize je metricky prostor (4, ¢) souvisly.

4Ernst Leonard Lindelof (1870—1946)
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Priklady souvislych prostorii.

8.9.2. Priklad. Necht (P, o) je metricky prostor a x € P. Potom je mnozina {x}
souvisla v P.

Reseni. Prostor P, ktery je jednobodovy, nemutize obsahovat dvé disjunktni neprazd-
né mnoziny, a tedy je souvisly. Fy

8.9.3. Priklad. Dokazte, ze metricky prostor R je souvisly.

Resend. Predpokladejme pro spor, ze G1, G2 C R jsou neprazdné disjunktni ote-
viené mnoziny splnujici G; U G, = R. Podle véty o struktufe otevienych mnozin
vR (Véta je mnozina G, spocetnym sjednocenim disjunktnich otevienych
intervali. Protoze G, # @, neplati G; = R, a tedy alespon jeden z krajnich bodu
alespon jednoho z téchto intervald je prvkem R. Ozna¢me tento bod jako a. Po-
toma ¢ Gi,atedy a € G,. Protoze G, je oteviena v R, existuje r > 0 takové, Ze
(a —r,a+r) C G,. Protoze a je krajnim bodem nékterého intervalu lezictho v Gy,
musi platit (@ —r,a +r) N Gy # @. To je vsak spor s tim, ze mnoziny G, a G; jsou
disjunktni. *

8.9.4. Priklad. Dokazte, ze metricky prostor P = [0, 1] U (2, 3) neni souvisly.

Reseni. Mnozina [0, 1] je oteviend v P podle Piikladu B.3.33. Mnozina (2, 3) je ote-
viend v P podle Véty B.3.39. Metricky prostor P je tedy sjednocenim téchto dvou
neprazdnych disjunktnich otevienych mnozin, a neni tedy souvisly. ry

8.9.5. Priklad. Dokazte, ze metricky prostor (P, gisk:) je souvisly pravé tehdy,
kdyz je mnozina P jednobodova nebo prazdna.

Reseni. = Provedeme neptimy diikaz. Predpokladejme, Ze mnozina P neni ani

jednobodova ani prazdna, a obsahuje tedy alespon dva prvky. Necht x € P. Po-

tom jsou mnoziny {x} a P \ {x} oteviené (Ptiklad ), neprazdné a disjunktni.

Mnozina P je jejich sjednocenim, a proto neni P souvisly.

< Souvislost prazdného prostoru plyne ihned z definice. Souvislost jednobodo-
B.9.9.

vého prostoru plyne z Prikladu ry

8.9.6. Definice. Necht (P, o) je metricky prostora H C P. Rekneme, 7e H je
obojetna, jestlize je zaroven oteviena i uzaviena.
8.9.7. V kazdém metrickém prostoru (P, @) jsou prazdna mnozina a mnozina P

obojetné. V metrickém prostoru [0, 1] U (2, 3) jsou mnoziny [0, 1] a (2, 3) obojetné,
coz plyne z Prikladu 5.3.33. Kazda podmnozina metrického prostoru (P, ggiskr) je

obojetna podle Prikladt 5311{ a 5.3.14_1{.

8.9.8. Véta (charakterizace souvislych prostorti). Necht (P, o) je metricky prostor.
Pak jsou nasledujici ¢tyfi vyroky ekvivalentni.

(i) Prostor P neni souvisly.
(i) Existuji dvé neprazdné uzaviené disjunktni mnoziny Fy, F, C P splnuji-
ci P = Fl U F2.
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(i) Existuje obojetna neprazdna mnozina H splnujici H # P.
(iv) Existuje spojité surjektivni zobrazeni f: (P, 0) — ({0, 1}, 0diskr)-

Ditkaz. ()= (i) Nalezneme neprazdné disjunktni oteviené mnoziny G; a G, spl-
nujici P = G; U G,. Polozme Fi; = G a F, = G,. Podle Véty jsou mnoziny
Fi a F> uzaviené. Navic jsou zfejmé disjunktni a neprazdné a plati P = F; U F».

(i)=(iii) Polozme H = F;. Potom H je neprazdnd, uzaviena a riizna od P.
Protoze F je uzaviend, je H také oteviena, a tedy obojetna.

(i)=(v) Polozme f = yu. Protoze H # @ a H # P, je f je surjektivni
zobrazeni. Dokazeme, ze f je spojité. V prostoru {0, 1} existuji pouze Ctyfi oteviené
mnoziny, a sice @, {0}, {1} a {0, 1}. Podle pfedpokladu jsou mnoziny f~'({0}) =
P\ Hi f7'({1}) = H oteviené. Mnoziny f~'({0,1}) = P a f~1(#) = 0 jsou také
oteviené. Podle Véty jc tedy f spojité.

(iv)=(@{) Podle Prikladu jsou mnoziny {0} a {1} oteviené. Ze spojitosti
zobrazeni f a Véty plyne, Ze mnoziny f~!'({0}) a f~!({1}) jsou oteviené P.
Navic jsou tyto dvé mnoziny zfejmé neprazdné a disjunktni a plati P = f~1(0) U
/71(1). Prostor P tedy neni souvisly. ]

8.9.9. Véta (vlastnosti souvislych prostort). Necht (P, ¢) je metricky prostor.

(a) Necht (Q,0) je metricky prostora f: P — Q je spojité zobrazeni. Necht
A C P je souvisla mnozina v prostoru P. Pak f(A) je souvisla mnozina
v Q.

(b) Necht A C P je souvisld mnozina v prostoru P a A C B C A. Pak je
mnozina B souvisla v prostoru P. Specialné¢, mnozina Zje souvislav P.

(c) Necht I # @ apro kazdé a € I je Ay souvisla mnozina v P. Necht plati

() A« # 0.

ael

Potom je | J,e; Aa souvisld mnozina v P.

Diikaz. (a) Predpokladejme pro spor, ze mnozina f(A) neni souvisla v Q. Exis-
tuji tedy neprazdné disjunktni mnoziny Gi,G, C Q oteviené v f(A) splnujici
f(A) = Gy U G,. Ze spojitosti zobrazeni f|4 a z Véty plyne, ze mnoziny
(f14)"1(G1) a (f14)"1(G>) jsou oteviené v prostoru (4, 0). Navic jsou ziejmé ne-
prazdné a disjunktni a plati 4 = (f14) "' (G1)U(f|4) "' (G2). MnozZina A tudiZ nen{
souvisla, coz je spor s predpokladem.

(b) Predpokladejme pro spor, ze B = Fi U F,, pticemz F, F, jsou neprazdné,
disjunktni a uzaviené v B. Podle Véty jsou mnoziny AN F; a AN F, uzaviené
v A. Navic jsou tyto dvé mnoziny ziejmé disjunktnia plati 4 = (AN F1)U(AN F>).
Mnozina A4 je souvisla, a proto je jedna z uvedenych mnozin rovna A. Bez Gjmy na
obecnosti miizeme predpokladat, ze A N F; = A. Plati tedy A C F;. Potom podle
Véty 8.3.31 mame

B=AnB=A°cFH’=F,
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pricemz posledni rovnost plyne z uzavfenosti mnoziny F; v B. Odtud plyne B =
Fi,atedy F, = @, coz je spor.

(c) Ozna¢me X = | Jyes Aa- Pro spor predpokladejme, Ze existuji neprazdné dis-
junktni mnoziny G, G2, které jsou oteviené v X a plati X = G, UG,. Pak pro kazdé
a € I mame Ay = (A N G1) U (Aq N G3), pficemz mnoziny Ay NGy a Ag N G jsou
disjunktni a podle Véty oteviené v metrickém prostoru A,. Tento metricky
prostor je ale souvisly, takze alespon jedna z mnozin A, N Gy a Ay N G2 musi byt
prazdna a druha musi byt rovna A,. Dokazali jsme, Ze pro kazdé a € I plati bud
Aq C Ginebo Ay C G». Protoze ale prinik vsech A4, je neprazdny, plyne odtud, ze
bud pro kazdé « € I plati A, C Gy nebo pro kazdé « € I plati Ay, C G,. Mnozina
G1 nebo G je tudiz prazdna, coz je spor. [

8.9.10. Véta (charakterizace souvislych mnozin v R). Necht 4 C R. Pak 4 je sou-
visla v R pravé tehdy, kdyz A4 je interval.

Dikaz. =  Provedeme nepiimy dtikaz. Predpokladejme, ze A neniinterval. Podle
Lemmatu existujibody x,y € Aaz e R,z ¢ A, takové, ze x < z < y. Potom

A= (AN (-00,2)) U (AN (z,00)).

Mnoziny A N (—00,z) a A N (z,00) jsou zfejmé neprazdné a disjunktni. Podle Vé-
ty 8.3.32 jsou navic oteviené v A. Mnozina A tedy nenf souvisla.

< Pro spor predpokladejme, ze interval A neni souvisla mnozina. Existuji tedy
disjunktni neprazdné mnoziny Fi, F,, které jsou uzaviené v A a F; U F, = A.
Existuji tedy body a € Fy ab € F,. Platia # b, nebot F; a F, jsou disjunktni. Bez
Ujmy na obecnosti miizeme predpokladat, zea < b. Ozna¢me o = sup([a, b]N Fy).
Z definice suprema vyplyva, ze pro kazdé ¢ > 0 existuje x € F s vlastnostioc —& <
x < 0. Ponévadz F) je uzaviena v A4, plati 0 € Fy. Odtud plyne, Ze 6 < b. Potom
musi platit (o, 5] C F>. Mnozina F, je uzaviena v 4, a proto odtud plyne, ze plati
o € F,. Mame tedy o € Fi N F3, coz je spor. [ |

Komponenta.

8.9.11. Definice. Necht (P, o) je metricky prostor. Rekneme, ze M C P je kompo-
nenta (P, ), jestlize M je maximalni souvisla mnozina. Komponentou mnoziny
A C P rozumime komponentu prostoru (4, ).

8.9.12. Maximalitu z predchozi definice uvazujeme vzhledem k usporadani inklu-
zi. Mnozina M je tedy komponentou prostoru P, jestlize je souvisla a pro kazdou
souvislou mnozinu B C P splnujici A C B plati A = B.

8.9.13. Véta. Necht (P, o) je neprazdny metricky prostor a § je mnozina vsech
komponent P. Potom & obsahuje pouze neprazdné uzaviené mnoziny, je disjunkt-
nial J8 = P.

Diikaz. Neprdzdnost. Jestlize S € 8, potom je S neprazdna. Jinak bychom totiz ob-
drzeli spor s maximalitou, protoze P je neprazdny, existuje x € P a mnozina {x}
je souvisla podle Prikladu .
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Uzavienost. Pokud S € 8, potom S je souvisla podle Véty B.9.9(b) a S € S. Vzhle-
dem k maximalité musi byt § = S,a tedy je S uzaviena.

Disjunktnost. Ptedpokladejme pro spor, ze existuji Sy, S» € 8,51 # 52,51 NS, # 0.
Potom je podle Véty (c) mnozina S; U S, souvisla. Dale plati §; € S; U S,
nebo S  §1 U S. V prvnim piipadé dostavame spor s maximalitou komponenty
Sy a ve druhém s maximalitou komponenty S5.

Rovnost\ J 8 = P. Zvolme x € P. Definujme pomocny systém
A={ACP; Ajesouvislaax € A}.

Plati {x} € #, a tedy mnozina | J 4 je neprazdna. Mnozina | # je souvisla podle
Véty B.9.9(c) a je ziejmé maximalni. Plati tedy | J 4 € 8, a tedy x € U 8. ]

Kiivkova souvislost.

8.9.14. Definice. Necht (P, o) je metricky prostor. Rekneme, #e zobrazeniy : [a,b] —
P,kdea,b € R, a < b, je (parametricka) krivka, jestlize je spojité.

8.9.15. Kirivkou intuitivné rozumime ¢aru v roviné nebo prostoru, ptipadné v néja-
kém obecnéjsim prostoru. Matematicky by se tedy mélo jednat o podmnozinu met-
rického prostoru s jistymi vlastnostmi. V predchozi definici v8ak kiivkou rozumime
spojité zobrazeni. Tento pristup ma své vyhody, jak bude vidét pozdéji, zejména pak
v Kapitole B

8.9.16. Definice. Necht (P, o) je metricky prostor. Rekneme, Ze P je kiivkové sou-
visly, jestlize pro kazdé x, y € P existuje kiivka y: [0,1] — P takova, ze y(0) = x
ay(l) = y. Mnozina A C P je kfivkové souvisla v P, jestlize metricky prostor
(A, o) je kiivkové souvisly.

8.9.17. Véta. Necht (P, o) je krivkové souvisly metricky prostor. Potom je P sou-
visly.

Diikaz. Ptedpokladejme pro spor, Ze P neni souvisly. Potom existuji neprazdné
disjunktni mnoziny Gy, G, oteviené v P splnujici P = G; U G,. Zvolme body
x € Gy ay € G,. Pak existuje spojité zobrazeni f: [0,1] — P takova, ze f(0) = x
a f(1) = y. Potom ale [0,1] = f71(Gy) U f~1(Gz). Ze spojitosti zobrazeni f
a Véty plyne, ze mnoziny f~!(Gy) a f~'(G>) jsou oteviené v prostoru [0, 1].
Zaroven jsou ziejm¢ disjunktni a neprazdné. Interval [0, 1] je tedy nesouvisly. To

je ale spor s Vétou B.9.10. ]

8.9.18. Véta. Necht (X, || - ||) je normovany linearni prostora G C X je oteviena.
Potom je G souvisla pravé tehdy, kdyz je kiivkové souvisla.

Ditkaz. =  Pokud je G prazdna, pak implikace ziejmé plati. Predpokladejme te-
dy, ze G # 9. Zvolme x € G libovolné a definujme mnozinu 4 jako mnozinu véech
bodii y € G, pro které existuje spojité zobrazeni f: [0, 1] — G splnujici f(0) = x
a f(1) =y.
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Mnozina A je oteviend v G. Predpokladejme y € A, pak existuje r > 0 takové, ze
B(y,r) C G. Necht z € B(y,r). Definujme zobrazeni g: [0, 1] — X predpisem

) f@n prot € [0, %],

y+Q@2t—-1)(z—y) prote (%, 1].
Je snadné zkontrolovat, Ze zobrazeni g je spojité. Plati také g([0, %]) = f([0.1]) C
G ag((3.1]) C B(y.r). Mame tedy g([0,1]) C G. Protoze plati g(0) = f(0) = x
a g(l) = z, dostavame z € A. Ukazali jsme tak B(y,r) C A, a tedy 4 je oteviena
v X, takze je také oteviena v G.

g()

Mnozina A je uzaviend v G. Méjme posloupnost {x,} prvka mnoziny A, ktera konver-
guje k prvku z € G. Nalezneme r > 0 takové, ze B(z.r) C G. Ponévadzlimx, = z,
existuje n € N takové, ze x, € B(z,r). Diky podmince x, € A nalezneme spojité
zobrazeni f: [0,1] — X splnujici f(0) = z a f(1) = x,. Definujme zobrazeni
g:[0,1] — X predpisem

_yren prot € [0, 1],

g(t) Xp+ @2t —=1)(z—y) prote (%, 1].

Je snadné zkontrolovat, Ze zobrazeni g je spojité a ze plati g([0, 3]) = f([0.1]) C G,
g((%, 1]) C B(z.r) C G, g(0) = x a g(1) = z. Odtud plyne z € 4, &imZ je ovéiena
uzavienost A v G.

Mnozina A je neprazdna, nebot x € A, o ¢emz svéd¢i konstantni zobrazeni f(t) =
x,t € [0,1]. To znamena, Ze A je neprazdna obojetna mnozina v G. Mnozina G
je souvisla, takze musi platit A = G. Tim je ovérena definice kiivkové souvislosti
pro G.

& Tato implikace plyne z Véty . [

8.9.19. Priklad. Necht (X, ||-||) je normovany linearni prostora A C X je konvexni.
Potom je A kiivkové souvisla, a tedy i souvisla.

Reseni. Zvolme a,b € A. Potom zobrazeni ¢: [0,1] — X definované predpisem
@(t) = (1 —t)a + tb ma diky konvexité mnoziny A hodnoty obsazené v A. Dale
plati ¢(0) = a a ¢(1) = b. Zbyva ukazat, Ze ¢ je spojité. Zvolme o € [0, 1]. Potom
pro kazdé ¢ € [0, 1] plati

o) — @)l = (1 —1)a +1b — (1 —19)a — tob|

= [t —t0)(b—a)|l = |t —to] - |6 —all.

Odtud jiz plyne spojitost zobrazeni ¢. a*
8.9.20. Priklad. Dokazte, ze mnozina A, ktera je definovana jako graf funkce
f:R — R, kde
0 pro x € (—o0, 0],

1
x

S = ) prox € (0, 00),

sin(

je souvislou podmnozinou prostoru R2, ktera ale neni kiivkové souvisla.
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Resend. Souvislost. Polozme A; = {[x f(x)] € R%; x € (0, oo)} Definujme zobrazeni
g: (0,00) — R? piedpisem g(x) = [x, f(x)]. Potom je zobrazeni g spojité pod-
le Véty a g((0,00)) = A;. Mnozina A, je tedy souvisld, nebot je spojitym
obrazem souvislé mnoziny (Véta B.9.9(a)).

Pro n € N polozme x, = -L. Potom pro kazdé n € N plati [x,,0] € 4,
alimx, = 0. Odtud plyne, ze [0,0] € A7. Ozna¢ime-li tedy A, = A; U {[0,0]}, pak
dostaneme A; C A, C A;. Podle Véty (b) je tudiz A souvisla v prostoru R2.

Kone¢né oznaéme A3 = (—00, 0] x {0}. Potom je A3 zfejmé souvisla mnozina
v R? a navic plati 4, N 43 = {[0,0]}, takze A N A3 # 0. Podle Véty (c) je tedy

také mnozina A = A, U A5 souvisla v R2.

Neplatnost kiokové souvislosti. Predpokladejme pro spor, ze mnozina A je navic kiiv-
kové souvisla v R2. Polozme a = [0,0] a b = [%O] Pak a,b € A a existuje tedy
spojité zobrazeni h: [0, 1] — A takové, ze h(0) = a a h(1) = b.

Tvrdime, ze pro kazdé x € [0, %] existuje ¢ € [0, 1] takové, ze h(t) = [x, f(x)].
Kdyby tomu tak nebylo, pak by platilo &: [0,1] — A4, kde A4 = A\ {[x, f(x)]}.
Protoze mnoziny (—oo, x) xR a (x, 00) XR jsou oteviené v R?, jsou podle Véty
mnoziny A4 N ((—o0,x) x R) a A4 N ((x,00) x R) oteviené v A4 a diky spojitosti
zobrazeni h a Vété jsou také mnoziny 27! (A4 N ((—oo,x) x R)) a h™! (44 N
((x,00) x R)) oteviené v [0,1]. Protoze jsou také zifejmé neprazdné a disjunktni
a interval [0, 1] je jejich sjednocenim, plyne odtud, Ze interval [0, 1] je nesouvisly,
coz je spor s Vétou . Tim je dokazano nase tvrzeni.

Specialné tedy pro kazdé n € N existuje 1, € [0, 1] takové, ze

h(ty) = [(Z 4+ 2nm)~", 1].

Ztejmé plati lim i(t,) = [0, 1] € R2. Podle Vét a je mnozina h([0, 1])
kompaktni v R?. Podle Véty je tato mnozina uzaviend v R2. Podle jiz do-
kézaného tvrzeni obsahuje mnozina h([0, 1]) posloupnost {[(% + 2n7)~1, 1]} - ,.
Odtud plyne [0, 1] € A4, coz je spor. *
8.9.21. Véta. Necht X je normovany linearni prostora G C X je oteviena. Potom
komponenty G jsou oteviené v X.

Diikaz. Necht S C X je komponentou mnoziny G. Zvolme x € S. Diky otevienosti
G nalezneme ¢ > 0 takové, ze B(x,e) C G. Mnozina B(x,¢) je souvisla podle

Piikladu B.9.19, a tedy S U B(x, ¢) je souvisla podle Véty B.9.9(c). Z maximality S
ovsem vyplyva B(x,e) C S. To znamena, ze bod x je vnitinim bodem S. Bod x byl
zvolen libovolné v mnoziné §, a tedy S je oteviena. [ |

8.10. Teoretické priklady k metrickym prostortim

Teoretické priklady jsou rozdéleny do nasledujicich pododdilii:
e zakladni pojmy,
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e spojitost,
e uplné prostory,
e kompaktni prostory,
e Cantoriv prostor a Cantorovo diskontinuum,
e souvislé a kiivkové souvislé prostory.
Zakladni pojmy.
8.10.1. Priklad. Necht (P, ¢) je metricky prostora x, y,u,v € P. Dokazte, ze plati
lo(x,y) —o(u, v)| < o(x,u) + o(y,v).
Resend. Diky trojuhelnikové nerovnosti @.1.1@c) a symetrii @.1.1(0)) plati
o(x,y) = o(x,u) +o(u,v) +o(v,y) = o(x,u) + o(u,v) + o(y. v),
takze plati
o(x,y) —o(u,v) < o(x,u) +o(y.v).
Podobné¢ obdrzime nerovnost
o(u,v) = ou,x) +o(x,y) +o(y.v) = olx,u) +o(x,y) + o(y,v),
takze také plati
o(u,v) —o(x,y) = olx,u) +o(y,v).
Tvrzeni plyne z kombinace predchazejicich dvou odhadi. s
8.10.2. Priklad. Necht (P, o) je metricky prostor, {x,} je konvergentni posloup-

nost prvki P slimitou x € P a{y,}je konvergentni posloupnost prvki P slimitou
y € P. Dokazte, Ze 0(xn, yn) — o(x, y).

Reseni. Podle Piikladu pro kazdé n € N plati

lo(xn, yn) — 0(x. ¥)| = 0(xn,x) + 0(Yn. ¥).
Podle predpokladu konverguje prava strana k nule, a tedy i levd. Odtud plyne

tvrzeni. -

8.10.3. Definice. Necht (P, g) je metricky prostor, x € P ar > 0. Mnozinu B(x,r)
definovanou predpisem

B(x,r)={y € P; o(x,y) <r}
nazyvame uzavienou kouli se stfedem x a polomérem r.

8.10.4. Priklad. Necht (P, o) je metricky prostor, x € P ar > 0. Dokazte, ze
uzaviena koule B(x,r) je uzaviend mnozina.

Resend. Predpokladejme, ze {x,} je posloupnost bodt B(x,r) konvergujici k z €
P. Potom o(x,z) < o(x,xn) + 0(xn,2) < r + 0(xn,z). Prava strana nerovnosti
konverguje k r, a proto o(x,z) < r, neboli x € B(x,r). Mnozina B(x,r) je tedy
uzaviena. a

8.10.5. Priklad. Necht (P, 0) je metricky prostor, x € P ar > 0. Dokazte, ze plati
B(x,r) C B(x,r). Ukazte, ze opacna inkluze obecné neplati.
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Resend. Platnost inkluze. Protoze plati B(x,r) C B(x,r)a B(x,r) je uzaviena mnozina
podle Piikladu B.10.4, vyplyva dokazovana inkluze z Véty (g)

Protiptiklad na opacnou inkluzi. Necht P je diskrétni metricky prostor obsahujici ale-
spoti dva rtizné body. Zvolme x € P. Potom B(x, 1) = B(x, 1) = {x},ale B(x,1) =
P. Protoze P mé alespon dva rfizné body, inkluze B(x, 1) C B(x, 1) neplati. *
8.10.6. Priklad. Definujme zobrazeni ¢: R* — [~7, 7] pfedpisem

T

-5 pro x = —oo,
¢(x) = {arctgx prox € R,
5 pro x = oo

a funkci 7: R* x R* — [0, 00) predpisem t(u,v) = |p(u) — @(v)].
(a) Dokazte, ze (R*, 7) je metricky prostor.
(b) Necht {a,} je posloupnost realnych ¢isel a A € R*. Dokazte, ze plati
lima, = A v obvyklém smyslu pravé tehdy, kdyz a, 5 A

Resent. (a) Zrejmé pro kazda x, y € R* plati z(x, y) € [0, 00). Dale plati z(x,y) =0
pravé tehdy, kdyz ¢(x) = ¢(y). Zobrazeni ¢ je prosté, coz dava platnost podminky
(a) v Definici . Podminka (b) v Definici je zfejmé splnéna. Ovérme jesté
trojahelnikovou nerovnost. Necht x,y,z € R*. Potom s pomoci trojahelnikové
nerovnosti pro realna ¢isla dostaneme

T(x,2) = |o(x) — @] = lo(x) — ()| + le(y) — ¢(2)]
<t(x,y)+t(r.2).
Tim je ovéteno, ze (R*, 7) tvoii metricky prostor.
(b) = Plati limg(a,) = ¢(A) diky spojitosti funkce arctg v ptipadé, ze 4 € R,
a diky limy_, £ arctg x = 7 v ptipadé A = +o00. Potom lim 7(a,, 4) = 0, a tedy
an 5 A.
& Protoze {a,} je posloupnost realnych ¢isel, plati tg(¢(an)) = a, pro kazdé

n € N. Ponévadz limg(a,) = ¢(A), plati lima, = A diky spojitosti funkce tg
v ptipad¢, Ze A € R, a diky lim,_,4 x tgx = £oo v piipadé¢ A = +o0. 2

8.10.7. Definice. Necht (P, ) je metricky prostor, {a,} je posloupnost prvki P
ax € P. Rekneme, 7e x je hromadna hodnota posloupnosti {a,}, jestlize existuje
vybrana posloupnost {an, }3>, z posloupnosti {a,} takova, ze plati limy oo an, =
x. Mnozinu v$ech hromadnych hodnot posloupnosti {a,} zna¢ime H({a,}).

8.10.8. Uvedme predchozi definici do souvislosti s Definici . V druhé zmi-
néné pracujeme s posloupnostmi realnych ¢isel a jako hromadné hodnoty pripous-
time 1 o0, tedy prvky, které nepatii do R. Symbol H({a,}) ma pro posloupnosti
realnych ¢isel tedy dva rizné vyznamy podle toho, zda hromadné hodnoty uvazu-
jeme pouze v R (Definice nebo v R* (Definice R.4.17). Je tedy téeba védét
v jakém smyslu uvedeny symbol pouzivame. V Ptikladech B.10.9, B.10.1( to bude
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Definice B.10.7, v Piikladu se pak na vztah téchto definic podivame je3te

jednou.

8.10.9. Priklad. Necht (P, o) je metricky prostor a {a,} je posloupnost prvkti z P.
Dokazte, Ze mnozina véech hromadnych hodnot H({a,}) je uzaviena v P.

Resent. Predpokladejme, ze {x"} je posloupnost prvki z H({a,}) spliujici lim x" =
x € P.Prokazdén existuje rostouci posloupnost ptirozenych &isel {m’ }22 | takova,
T _on , .. ;10 oo

ze lim;j o0 amn = X" Nalezneme rostouc% posloupnost ptirozenych &isel {k; 192,
takovou, ze pro kazdé i € N plati g(ag;, x") < ll Postupujeme nasledovné. Prvek

ki € N zvolme tak, aby platilo g(ak,.x') < 1. To je mozné, nebot lim; o Uyt =
x1. Mame-li jiz zkonstruovan prvek k;, potom k; 11 nalezneme tak, Ze pouzijeme

. T it TSV S . it1 i+l 1
lim; -0 i+t = x' T analezneme!/ € N splnujicim; ™" > k;j ao(a,, ", x' ™) < 7.
Polozime k;j11 = m}'H, ¢imz je konstrukce hledané posloupnosti provedena. Pak

plati
. . 1 ,
Q&%NX)SQampxﬁ—%Qwﬂx)f;-+Qw5x}

Ponévad? limx’ = x, dostdvame limag, = x. Mame tedy x € H({a,}). Tim je
dtkaz proveden. Y

8.10.10. Priklad. Necht (P, o) je separabilni metricky prostora M C P je neprazd-
na a uzaviena. Potom existuje posloupnost {a,} prvkia P takova, ze H({a,}) = M.

Reseni. Podle Véty je separabilni i prostor (M, ¢). Nalezneme neprazdnou
spocetnou mnozinu D C M, ktera je husta v (M, ¢). Dale nalezneme posloupnost
{yn}, ktera splnuje {y,; n € N} = D. Definujme novou posloupnost

Y1, Y1,Y2, Y1,Y2,Y3, V1,Y2,Y3,V4, ...,

a oznacme ji {a,}. V této posloupnosti se kazdy prvek mnoziny D vyskytuje ne-
konec¢n¢krat. Predpokladejme, ze z € D. Pak existuje vybrana posloupnost {a,, }
takova, ze pro kazdé k € N plati a,, = z. Potom ziejmé z € H({a,}). Plati tedy
D C H({an}). Diky uzavienosti mnoziny M plati H({a,}) C M. Potom mame

M=DcCH({a,))CcCM=M

Mnozina H({a,}) je podle Prikladu uzavrena, takze dostdvame H({a,}) =
M. Y

8.10.11. Priklad. Necht M C R* je neprazdnd uzaviena mnozina v prostoru
(R*, 1), kde  je metrika zavedend v Piikladu B.10.6. Dokazte, ze pak existuje po-
sloupnost realnych ¢isel {a, } takova, ze mnozina hromadnych hodnot posloupnos-

ti {a,} zavedena v Definici je rovna mnoziné M.

Resent. Prostor (R*, 1) je separabilni, nebot mnozina racionalnich ¢isel je husta
v (R*, 7). Podle Piikladu tedy existuje posloupnost {b, } prvkit R* splnujici
H({b,}) = M. Nasim tkolem je vSak nalézt posloupnost realnych ¢isel s uvedenou



194 8. METRICKE PROSTORY

vlastnosti, takze piiklad jesté neni dofesen, protoze posloupnost {b, } miize obsaho-
vat prvky oo a —oo. Hledanou posloupnost zkonstruujeme nasledovné. Mnozina
R je hustd v prostoru (R*, 7). Diky tomu pro kazdé n € N nalezneme realné ¢islo
a, splnujici t(an, by) < ,ll Nyni staci ukazat, ze H({a,}) = H({b,}).
Predpokladejme, ze z € H({a,}). Pak existuje vybrana posloupnost {a,, } ta-

kova, ze a,, % 7. Potom
1
(2, bnk) =1(z, ank) + T(ankybnk) < t(z, ank) + n_
k

pro kazdé k € N. Odtud plyne b,, 5 z, takze by, — z, a proto z € H({by}).
Opacnou inkluzi Ize dokazat obdobné. ry

8.10.12. Priklad. Necht (P, o) je metricky prostor a {F,} je posloupnost uzavre-
nych mnozin v P splnujici F,,+1 C F, pro kazdé n € N. Necht pro kazdé n € N je
Xn € Fp, pticemz posloupnost {x,} konverguje k néjakému bodu x € P. Dokazte,
zex € (oo Fu.

Reseni. Necht k € N je dano. Pak {x,}°° , je posloupnost bodt v Fy konvergujici
k x. Protoze mnozina Fy je uzaviena, plati x € F. Tedy x € Fi pro kazdé k € N,
aproto x € (y=; Fr. 2

8.10.13. Definice. Necht (P, ) je metricky prostor a E, F jsou jeho podmnoziny.
Potom nezaporny prvek dist(E, F) mnoziny R* definovany predpisem

dist,(E, F) = inf{o(x,y); x € E, y € F}

nazyvame vzdalenosti mnozZin E a F. Zde inf uvazujeme na mnoziné [0, co) U {oo},
a proto inf@ = 0. Misto symbolu dist,(E, F) piseme n¢kdy p(E, F), ptipadné také
jen dist(E, F).

8.10.14. Priklad. Naleznéte uzaviené disjunktni mnoziny E, F C R takové, ze
dist(E, F) = 0.

Reseni. Poloyme E = Na F = {n + ﬁ; n € N}. Potom E a F jsou disjunktni
mnoziny v R a zfejmé plati dist(E, F) = 0. Dale plati

o0
R\E =(-o0,)U | Jn.n +1)
n=1
a navic podle Prikladu je kazdy z intervaltt (—oo,1) a (n,n + 1), n € N, ote-
vienou mnozinou v R. Podle Véty (b) je tedy také R \ E oteviena mnozina
v R, takze podle Véty je mnozina E uzaviend v R. Obdobné lze dokézat, Ze

také F je uzaviena mnozina v R. Y

Priklad ukazuje, ze dv¢ disjunktni uzaviené mnoziny mohou mit nu-
lovou vzdalenost. Tato situace nemtize nastat, jestlize je alespon jedna z mnozin
kompaktni. Tento fakt bude podrobn¢ dokazan v Prikladu .
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8.10.15. Priklad. Necht (P, o) je metricky prostora K, L C P jsou kompaktni ne-
prazdné podmnoziny P. Dokazte, Ze existujix € K a y € L splnujici dist(K, L) =
o(x, y).
Reseni. Necht {xn}, {yn} jsou posloupnosti v K, respektive v L, takové, ze
lim o(x,, yn) = dist(K, L).
Diky kompaktnosti K vybereme podposloupnost {x,, } posloupnosti {x,} konver-
gujici k néjakému bodu x € K. Dale vyuzijeme kompaktnost L k nalezeni podpo-
sloupnosti {yn,, } konvergujici k néjakému y € L. Pak ale lim; .00 Xn; . — x, a tedy
diky Ptikladu B.10.9 médme
dist(K, L) = Jll)rgo Q(x,,kj , ynkj) = o(x,y).
*

8.10.16. Priklad. Necht (P, ) je metricky prostor, K C P je kompaktni, F C P
je uzaviena a dist(K, F) = 0. Dokazte, Ze potom K N F # 0.

Resen. Nalezneme posloupnost {x,} prvka F a posloupnost {y,} prvkii K takové,
ze

lim o(x,, y,) = dist(K, F) = 0.

n—oo

Protoze K je kompaktni, Ize z {y, } vybrat konvergentni podposloupnost {y,, } s li-
mitou y € K. Potom

0 < 0(xn»y) < 0(xnis Yng) + 0(ng» ¥)

(0(Xn-Yne) + 0(Yne. ¥)) = 0.

lim
k—o00
Pak platilimg o X, = y. Protoze F je uzaviena,platiy € F.Tedyy €e KNF. a
8.10.17. Priklad. Naleznéte metricky prostor (P, 0), kompaktni mnozinu K C P

a uzavienou podmnozinu F C P, jejichz vzdalenost neni realizovana, tedy neexis-
tuji x € K a 'y € F takova, ze dist(K, F) = o(x, y).

Resend. Uvazujme Banachtiv prostor P = ¢. Pron € N ozna¢me e” n-ty kanonicky
vektor v co, tj. " = (0,...,0,1,0,...), kde 1 je na n-tém misté. Polozme F =
{(1+ Lye"; n € N} a K = {0}. Pak pro kazdd n,m € N,n # m, plati

1A+ e — (14 )" | =max{1+ 1,1+ 1} >1.

Odtud plyne, ze kazda posloupnost prvki mnoziny F je od néjakého indexu kon-
stantni, a ma tedy limitu v F. Mnozina F je tedy uzaviena v co. Dale plati

dist(K, F) = dist(0, F) = inf{[(1 + %)e””; n € N}
=inf{l + 1 neN} =1,

ale |0 — (1 + %)e"” =1+ % > 1 pro kazdé n € N. Neexistuje tedy x € F splnujici
0 — x| = dist(0, F) = 1. &
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8.10.18. Priklad. Necht K C R” je neprazdna kompaktni mnozinaa F C R” je
neprazdna uzaviena mnozina. Dokazte, Ze existuji body x € K a y € F splnujici
dist(K, F) = o(x, y).

Reseni. Necht {x,} je posloupnost prvkt z K a {y,} je posloupnost z F, které spliiuji
lim o(xp, y») = dist(K, F). Diky kompaktnosti K existuje podposloupnost {x,, }
posloupnosti {x,} konvergujici k néjakému x € K.

Dale plati, ze {yn, } je omezena. To plyne z nasledujici ivahy. Necht ko € N je
takové, ze pro kazdé k > ko plati o(xp, , yn,) < dist(K, F) + 1 a o(xp,, x) < 1. Pak
pro kazdé k > ko plati

0ngsX) < 0y Xny) + 0(xXpy, x) < dist(K, F) + 1+ 1.
Z tohoto odhadu jiz plyne omezenost {yy,, }.

Diky Véte Ize z posloupnosti {y,, } vybrat podposloupnost {J’nkj} kon-
vergujici k néjakému y € R”. Z uzavienosti F dostavame y € F. Proto diky P1i-
kladu mame

dist(K, F) = ]1520 Q(xnkj ) J’nkj) = o(x,y).
Y

8.10.19. Priklad. Necht (P, ¢) je kompaktni neprazdny metricky prostor. Dokazte,
ze existuji x, y € K splnujici diam P = o(x, y).

Reseni. Prostor P je omezeny (Véta ), a tedy diam P < oo. Nalezneme po-
sloupnosti {x,}, {yn} v P splnujici lim o(x,, y,) = diam P. Diky kompaktnosti P
lze z {x,} vybrat podposloupnost {x,, } konvergujici k né¢jakému bodu x € P. Po-
dobn¢ vybereme podposloupnost {ynk/_ } posloupnosti {y,, } konvergujici k bodu

y € P. Pak mame diky Prikladu
diam P = jlgrolo Q(Xnkj , J’nk_,-) = o(x,y).
ry

8.10.20. Priklad. Necht (P, o) je metricky prostora A C P. Dokazte, Ze potom
platiIntA = P\ P\ A.

Reseni. Protoze A = P\ (P \ A) D P\ P\ A4 a posledni mnozina je oteviena,
dostavame podle Véty inkluzi IntA > P\ P \ 4. Dale plati P\A C P\IntA
amnozina P\ Int 4 je uzaviena. Plati tedyP—\A C P\Int A. Odtud plyne inkluze
IntA C P\ P\ 4, &mi je rovnost dokdzana. -

8.10.21. Priklad. Necht a,b € R*, a < b. Dokaite, ze uzavér mnoziny (a,b)
v prostoru R ma tvar
[a, b], pokud a,b e R,
@) = (—00,b], pokuda = —o0, b eR,
[a, 00), pokuda e R, b = oo,
R, pokud a = —o0, b = occ.
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Resend. Jestlize a, b € R, pak obdobnym postupem jako v feseni Piikladu Ize
dokazat, ze d(a, b) = {a, b}. Odtud plyne (a,b) = [a,b].

Predpokladejme, ze a = —ooab € R. Mnoziny (—00, b) a (b, 00) jsou oteviené,
a proto pouze bod b mtize byt hrani¢nim bodem mnoziny (—oo, b). Prokazdér > 0
ziejmé plati (b—r,b+r)N(—o0,b) # @ a(b—r,b+r)N(b,o0) # @. Tak dostavame
d(—00,b) = {b}. Jestlize a € R a b = oo, pak obdobn¢ dostaneme d(a, o0) = {a}.
Tak obdrzime druhou a tfeti rovnost tilohy.

Jestlize a = —o0 a b = o0 je tvrzeni zfejmé. 2

8.10.22. Priklad. Necht (P, o) je metricky prostor, A C P a B C P. Dokazte, ze
potom plati AN B C ANB, pricemz tato inkluze muizZe byt vlastni.

Resent. Podle Véty B.3.28(b) plati AN B C Aa AN B C B, tak’e AN B C AN B.

Dokazeme, Ze inkluze muze byt vlastni pomoci nasledujiciho piikladu. Necht
P=R,A=(0,1)aB=(1,2). PotomANB =0 =0,ale A=1[0,1]a B =1,2],
takzie AN B = {1} # 0. *

8.10.23. Priklad (Cantor—BendixsonE). Necht (P, ) je separabilni metricky pro-
stor. Dokazte, ze potom existuje spocetna oteviena mnozina U C P a uzaviena
mnozina F C P bez izolovanych bodu takové, ze P = F U U.

Reseni. Prostor P je separabilni, takze podle Véty existuje spocetna baze ote-
vienych mnozin 8. Polozme U = | J{B € B: B je spocetnaja F = P\U.Mnozina
U je oteviena, nebot je sjednocenim otevienych mnozin. Je také spocetna, nebot
je spocetnym sjednocenim spocetnych mnozin. Mnozina F je uzavfena, nebot je
doplnkem oteviené mnoziny. Zbyva dokazat, ze F nema izolovany bod. Pro spor
predpokladejme, Ze x € F je izolovanym bodem mnoziny F. Existuje tedy r > 0
takové, ze B(x,r) N (F \ {x}) = @. Pak existuje B € B takova, ze x € B C B(x,r).
Pro mnozinu B plati B = (BN U) U (B \ U). Mnozina B N U je spocetna, nebot
je podmnozinou spocetné mnoziny U. Dale plati B\ U = B N F = {x}, a tedy je
mnozina B \ U také spocetna. Dostavame tedy, Ze mnozina B je spocetnd, a proto
x € B C U, cotz je spor. S

Spojitost.

8.10.24. Priklad. Dokarzte, ze spojity obraz uzaviené mnoziny nemusi byt uzavfe-
na mnozina a spojity obraz otevfené mnoziny nemusi byt oteviena mnozina.

Reseni. Funkce arctg: R — R je spojita funkce zobrazujici uzavienou mnozinu R
na (—%, %), coz neni uzaviena mnozina v R. Funkce sin: R — R je spojita funkce
zobrazujici otevienou mnozinu R na [—1, 1], coz neni oteviend mnozinavR. &

8.10.25. Priklad. Necht (P,0), (Q,0) jsou metrické prostory, D C P je husta
a f.g: P — Q jsou spojita zobrazeni splnujici f(x) = g(x) pro x € D. Dokazte,
e f =gnaP.

5Ivar Otto Bendixson (1861—1935)
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Reéseni. Definujme funkci 2: P — R predpisem h(x) = o(f(x),g(x)), x € P. Diky
Ptikladu B.10.1 plati pro kazdé x,y € P

|h(x) —h(Y)| = o (f(x). g(x)) —a(f(¥).g(}))]

=o(f(x), f(») +0(gx). g(y)).

Odtud diky spojitosti zobrazeni f a g dostavame spojitost funkce 4. Ozna¢me
X ={x € P; f(x) = g(x)}. Plati X = h~'({0}). Podle Véty je mnozina X
uzaviena. Ponévadz plati D C X a D je husta v P, obdrzime X = P. Mame tedy
/=g )
8.10.26. Priklad. Necht (P, ) a (Q,0) jsou metrické prostory, Q je uplny, M C P
jehustav P a f: M — Q je stejnomérn¢ spojité zobrazeni. Pak existuje spojité
roz$ifeni f nacelé P.Toto rozsifeni je uréeno jednozna¢né a je stejnomérné spojité
na P.
Reseni. Zobrazeni f zfejmé spliiuje v kazdém bodéa € P\ M Bolzanovu-Cauchy-
ovu podminku z Véty . Miizeme tedy polozit

(@) = f(a) proa € M,
ga)r= limy 4 xem f(x) proae P\ M.

Ukazeme, ze takto definované zobrazeni g: P — Q je stejnomérné spojité na P.

Zvolme & > 0 libovolné. Pak existuje § > 0 takové, ze o (f(u), f(v)) < § kdykoli

u,v € M ao(u,v) <3§. Necht nynix,y € P, o(x,y) < 85. Pro x nalezneme bod
x1 € M takovy, ze o(x,x1) < % ao(g(x), f(x1)) < §. Jeli totiz x € M, polozime
x1 = x. Pokud x € P\ M, pak existuje 0 < &; < $ takové, ze o (g(x). f()) < &
kdykoli u € B(x,8;1) N M. Z hustoty M tedy plyne existence x; € M splnujiciho
o(x,x1) < % ao(g(x), f(x1)) < §. Obdobn¢ obdrzime y; € M splnujici o(y, y1) <

% ao(g(y), f(y1)) < 5. Z trojihelnikové nerovnosti plyne
o(x1.y1) < o(x1.x) +o(x.y) + o(y,y1) <.
Dohromady tedy mame
0(g(x),g(y) =0(gx). f(x1)) + o (f(x1), fF(y1) +o(f(¥1).8(») <e.
Jednozna¢nost rozéfteni plyne z Prikladu B.10.25. *

8.10.27. Priklad. Naleznéte metrické prostory (P, ), (Q,0) a zobrazeni f: P —
0, které je stejnomérné spojité, ale nikoliv lipschitzovské.

Reéseni. Polozme P = Q =R a f(x) = /X, x € [0, 1]. Funkce [ je ztejmé spojita,
a tedy podle Véty ?? také stejnomérné spojita na [0, 1]. Predpokladejme, Ze f je
lipschitzovska na [0, 1], tedy ze existuje K takové, ze

Vx,y €[0,1]: [Vx = /| < K|x —y|.

Tento vztah plati specialné pro x = 0,y € (0, 1], takZe mame
Vy € (0,1]: /y < Ky,
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to jest
1
Vy e (0,1]: — < K.
N
Tento odhad ale zfejmé neplati, takze dostavame spor. Odtud plyne, ze funkce f
neni lipschitzovska na [0, 1]. *

8.10.28. Priklad. Necht 4 C R je typu Fy. Dokazte, Ze existuje funkce f: R — R
takova, ze A je mnozinou bodt nespojitosti f.

Reseni. Pisme A = Une; Fn, kde F, jsou uzaviené mnoziny v R. Podle Prikla-
du je R separabilni, a proto je podle Véty pro kazdé n € N mnozina
F, separabilni. Pro kazdé n € N nalezneme spoc¢etnou mnozinu D, C Fy, ktera je
hustd v Fy,. Definujme f = > 72 2%,)(1),,. Pak f je dobre definovana funkce na R.
Ozna¢me D = (J;—, Dn. Mnozina D je spocetna. Odtud plyne, ze mnozina R\ D
je husta. Pro kazdé x € D plati f(x) > 0a pro kazdé x € R\ D plati f(x) =0.
Spojitost v bodech R \ A. Necht x € R\ A. Potom plati f(x) = 0. Zvolme ¢ > 0
libovolné. Nalezneme ng € N takové, ze Y 32, 11 o < &. Protoze x ¢ (72, Fu,
a uvedena mnozina je uzaviena, existuje § > 0 takové, ze B(x,§) N U70=1 Fuy = 0.
Potom pro kazdé y € B(x,§) plati

oo oo

05/~ f@=f0)= Y suamO)= Y o<e

n=no+1 n=nop+1
Tedy f je spojita v x.

Nespojitost v bodech A. Necht x € A. Predpokladejme nejprve, ze x ¢ D. Nalezneme

no € N takové, ze x € Fy,. Polozme ¢ = 2%0. Pro kazdé § > 0 existuje diky hustoté

Dpy v Fpy bod y € Dy, N B(x,8). Potom plati
1
FO =) =10z 55 =¢

Odtud plyne, Ze f neni spojita v x.

Nyni ptedpokladejme, ze x € D. Potom f(x) > 0. Polozme ¢ = f(x). Potom
pro kazdé § > 0 existuje y € B(x,8) N (R \ D) a plati

f)=f) = flx) =e
Odtud plyne, Ze f neni spojita v x. Fy
8.10.29. Definice. Necht (P, ) a (Q, o) jsou metrické prostory, f: (P,0) — (Q,0)
jezobrazeniax € P.Potom oscilaci funkce f vbod¢ x nazyvame nezaporny prvek
oscy (x) mnoziny R* definovany predpisem
lims_, o4 diamg f(B,(x,8)), pokud existuje §o > 0
oscy(x) = takové, ze diam f(B(x, §p)) < oo,

o0, jinak.
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Poznamenejme, ze pravé uvedena limita vzdy existuje, nebot funkce § = diam, f (BQ (x, 8))
je dobfe definovana neklesajici realnd funkce na intervalu (0, §o).

8.10.30. Priklad. Necht (P,0) a (Q.0) jsou metrické prostory a f: P — Q.
Ozna¢me symbolem Cy mnozinu téch bodiai x € P, v nichz je funkce f spojita.
Dokazte, ze potom plati Cr = {x € P; oscs(x) = 0}.

Reéseni. Oznaéme A = {x € P; oscy(x) = 0}.

Inkluze Cy C A. Necht x € Cr. Zvolme & > 0. K nému existuje § > 0 takové, ze pro
kazdé y € B(x,d) plati f(y) € B(f(x).¢). Necht y;, y» € B(x,6). Potom

o(f(y). f(r2)) =o(f(y1). f(x) +0(f(x). f(¥2)) <€+ e=2e

Odtud plyne, ze plati diam, f(B(x,8)) < 2&. To znamena, Ze oscy(x) = 0, a tedy
x e A.

Inkluze A C Cy. Necht x € A. Zvolme ¢ > 0. Pak existuje § > 0 takové, ze
diam, f(B(x,8)) < e. Tedy pro kazdé y € B(x,§) plati

o(f(). £() = diam f (B(x.)) <.
To znamena, zZe funkce f je v bodé x spojita, takze x € Cy. 2

8.10.31. Priklad. Necht (P, 0)a(Q,0) jsou metrické prostorya f: (P,0) — (Q,0)
je funkce. Necht Cr je mnozina bodi spojitosti funkce f. Dokazte, ze Cyr je typu
Gs.

Resent. Pro kazdén € N definujme
B, = {x € P; oscs(x) < +}.
Dokazeme, ze pro kazdé n € N je mnozina B, oteviena. Zvolme tedyn e Nax €
B,. Potom existuje § > 0 takové, ze diam f(B(x,§)) < % Pokud y € B(x,4), pak
pror € (0,8 — o(x, y)) plati B(y,r) C B(x,§), a tedy
1
oscs(y) < diam f(B(y,8)) < diam f(B(x.8)) < —.
n

Odtud plyne B(x,8) C B,. Mnozina B, je tedy oteviena.
Mnozina Cs podle Piikladu splnuje
Cr ={x € P; oscy(x) = 0}
a navic zfejmé plati

o0
{x € P; oscy(x) =0} = ﬂ B,.
n=1

Odtud vyplyva, ze mnozina Cy je prinikem spocetné mnoha otevienych mnozin,

tedy je typu Gs. *
8.10.32. Priklad. Dokazte, Ze mnozina Q neni typu Gs.
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Reéseni. Tvrzeni dokazeme sporem. Diky Ptikladu vime, ze mnozina Q je hus-
ta v metrickém prostoru R. Kdyby byla navic jesté typu Gs, musela by byt podle
Véty residualni v R. Podle Prikladu je také mnozina R \ Q residu-
alni v R. Metricky prostor R je podle Piikladu B.7.7 a Véty druhé kategorie.
Podle Véty tedy plati Q N (R \ Q) # @, coz je ale spor. *

Riemannova funkce je spojita pravé ve viech iracionalnich bodech mnoziny R
(Ptiklad [£.4.1T)). Na otézku, zda existuje re4ln4 funkce, ktera by byla spojita nao-
pak pravé ve vsech racionalnich bodech, dostavame z dokazanych tvrzeni mozna
trochu prekvapivé zdpornou odpovéd.

8.10.33. Priklad. Dokazte, Ze neexistuje funkce f: R — R, pro kterou by platilo

Cr =Q.

Reseni. Podle Piikladu musi byt Cr typu Gs, avsak podle Ptikladu

mnozina Q neni typu Gs. Odtud plyne tvrzeni. *
Uplné prostory.

8.10.34. Priklad. Dokazte, Ze prostor cg je Banachuv.

Resent. Prostor cg je linedrnim podprostorem prostoru £oo a navic je také jeho met-
rickym podprostorem. Prostor £« je podle Ptikladu uplny. Diky Véte
sta¢i ukdzat, ze cg je uzaviena mnozina v £o. Vezméme posloupnost {x"} prvka
co, ktera konverguje k prvku x € £o. Nasim cilem je ukazat, ze x € co. Zvolme
e > 0. Nalezneme mg € N takové, ze [[x™0 — x|loo < €. Ponévadz x™° € ¢y, plati
limy, o0 X0° = 0. Nalezneme ngy € N takové, ze pro kazdé n > ng plati |x7'°| < e.
Pak pro kazdé n > ny plati

[¥n] < |xn = 2,0+ [,0] < lx = X" floo + [x,"0] <&+ & = 2e.

Tim je dokazano, ze limx, = 0, a tedy x € co. Fy

8.10.35. Priklad (prostor £,). Necht p € [1, 00). Definujme £, jako mnozinu viech
posloupnosti realnych &isel {x,}52; spliiujicich Y ;2 |x,|? < oco. S¢&itani prvki
z {p je definovano po slozkach, stejné tak nasobeni prvki z £, redlnymi ¢&isly. Pro
x={xp} €Lp,y ={yn} €lpaa e Rtedyklademex+y = {x, +yu} acx = {ax,}.

Déle pro x = {x,}32, € {, polozme

Il = (i peal7) "

Dokazte, ze prostor £, je Banachiv.

|-

I/‘?exiem/’. Postupné ovéiime, ze £, je vektorovy prostor, ktery je normovany a ktery je
uplny.
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Vektorovy prostor. Necht x,y € £,. Ovéfime, Ze x + y € {,. Zvolme n € N. Podle
Minkowského nerovnosti (Priklad plati

n 1 n 1 n 1
(X +0i17)” = (X al?) " + (i) < Uxllp + vl < oo.

i=1 i=1 i=1

Odtud pak dostavame, ze

0 1
4
(3" i+ 2i17)” = lxlly + 17l

i=1
Plati tedy x + y € £, a navic jsme odvodili nerovnost [|x + yl, < [Ix[, + [y,
Pokud x € £, aa € R, pak plati

n 1 n 1

p p
(X laxit?)” = el - (X 1xil?) " = lal - lixllp < oo.
i=1 i=1

Plati tedy ax € £, a navic jsme ovérili [lox||, = [af - ||lx]|,.
Normovany prostor. Z vlastnosti normy, které jsou uvedené v Definici B.1.1§, jsme jiz

ovétili véechny vyjma vlastnosti (a). Ta ovSem pro zobrazeni x + ||x|, na {, ziejmé

plati.

Uplnost. Necht {x¥}2° _ je cauchyovské posloupnost prvkii £,. Existuje tedy ko € N
takové, ze
Vk > ko: [|x* — x%o|, < 1.

Diky trojuhelnikové nerovnosti mame
Vi = ko: Ix*|, < [x ], + 1.
Potom pro kazdé k € N plati
X 1, < max{llxt 5., [ 07 . x50, + 1. (8.28)

Odtud plyne, ze mnozina {xk; k € N} je omezena v £,. Konstantu na pravé strané
predchozi nerovnosti ozna¢me K.

Zvolme nyni n € N. Potom pro kazdé k,l € N plati |xk — xb| < |Ixk = x|,
Odtud plyne, zZe posloupnost realnych ¢isel {xk 72, je cauchyovska, a tedy konver-
gentni. Limitu této posloupnosti ozna¢ime x,. O posloupnosti x = {x,} nejprve
ukazeme, ze patii do £, a pak Ze je hledanou limitou nasi cauchyovské posloup-
nosti.

Pro kazdé m,k € N diky () plati

m 1
k 4 k
(k1) = 1k, < K.

i=1
Spocteme limitu levé strany pro k — oo a obdrzime pro kazdé m € N

m

(Z |Xi|p>% <K.

i=1
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Odtud jiz plyne

N

Isl, = (Y 1l?)” < k.

i=1
Dokazali jsme tedy x € £,.

Zvolme & > 0. Znovu pouzijeme cauchyovskost nasi posloupnosti a nalezneme
ko € N takové, ze pro kazdé k.l > k¢ plati ||xk — xl||p <e. PromeNak,|l >k
plati

m 1
k I 4 k !
(O lk=xl17)” < Ik =) <
i=1
Pro pevné k a m vypocteme limitu levé strany pro ! — oco. Obdrzime

m 1
(Z|xlk —xi|p>p <e.
i=1

Vzhledem k tomu, Ze uvedena nerovnost plati pro kazdé m € N dostaneme

ot 1
ek = xllp = (P lk = xil?)” <.

i=1
Odtud jiz plyne, ze posloupnost {x*} konverguje k x. *
8.10.36. Priklad. Naleznéte priklad metrického prostoru a posloupnosti jeho prv-
ki {x,} splnujici
Ve>03dng e NVne N,n>ng: 0(xn, Xnt+1) <&,

ktera ale neni cauchyovska.

Reseni. Polozme naptiklad x, =logn, n € N. Potom plati
lim [x,41 — x,| = limlog(1 + %) =0,
ale posloupnost {x,} zfejmé neni cauchyovska v R. *

8.10.37. Priklad. Definujme na R metriku o (x, y) = |arctgx —arctg y|. Naleznéte
posloupnost, ktera je cauchyovska vzhledem k o, ale nikoliv vzhledem k obvyklé
metrice. Dokazte, ze prostor (R, o) neni Gplny.

Resen. Uvazujme posloupnost {n}. Tato posloupnost zfejmé neni cauchyovska vzhle-
dem k obvyklé metrice na R. Ukazeme, ze je cauchyovska vzhledem k metrice o.
Zvolme e > 0. Nalezneme ng € N takové, ze prokazdén > ng plati |5 —arctgn| < e.
Pro kazdé n > m > ng, potom plati
o(n,m) = |arctgn — arctgm| = |arctgn — %| + \% - arctgm\ < 2e.
Uvedena posloupnost neni v prostoru (R, o) konvergentni. Kdyby totiz exis-
tovala jeji limita x € R, pak by platilo lim, . 0 (x,n) = 0. Coz znamena

lim |arctgn —arctgx| = Z — arctgx # 0,
lim|arctg gx| =3 gx #
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COZ je spor. Fy

8.10.38. Priklad. Necht (P, o) je neprazdny uplny metricky prostora T': P — P
je zobrazeni. Necht existuje n € N takové, ze T" je kontrakce na (P, 0), kde T" =
ToTo---oT jen-krat slozené zobrazeni T'. Dokazte, ze potom ma T na P pravé

jeden pevny bod.

Resent. Existence peoného bodu. Podle Banachovy véty o kontrakei (Véta B.7.28) ma 77
v P pravé jeden pevny bod, ozna¢me jej xo. Potom

T"(T(x0)) = T(T"(x0)) = T(x0),

takze T'(xo) je také pevnym bodem zobrazeni T". Takovy bod vsak existuje pravé
jeden, a tedy musi nutné platit 7'(x9) = xo. Bod xo je tedy pevnym bodem zobra-
zeni T.

Jednoznacnost. Necht y je pevny bod zobrazeni T'. Dokazeme matematickou indukef,
ze potom pro kazdé k € N je y pevnym bodem zobrazeni Tk. Pro k = 1 tvrzeni
plati. Necht pro néjaké k € N je y pevnym bodem zobrazeni Tk. Potom

T (y) = T(T*(»)) = T(») = ».

Tim je nase tvrzeni dokazano. Specialné je tedy y pevnym bodem zobrazeni T".
Zobrazeni T" ma vsak pravé jeden pevny bod, a to xg, tedy plati y = xo. Odtud
vyplyva, ze pevny bod zobrazeni T je jednoznac¢né urcen. ry

8.10.39. Priklad. Necht X je Banachiv prostor, ktery je nekone¢né dimenzionalni.
Dokazte, ze potom kazda baze vektorového prostoru X je nespocetna.

Resent. Pro spor predpokladejme, Ze vektorovy prostor X ma spocetnou bazi B tvo-
fenou vektory x,,, n € N. Pron € N ozna¢me symbolem E, linearni obal mnoziny
{xi: i <n}. Dokazeme nasledujici dvé pozorovani.

Mnozina E,, je wzaviend. Mnozina E, tvoii kone¢né¢ dimenzionalni podprostor pro-
storu X, a proto jde podle Prikladu o Banachiv prostor. Podle Véty

je pak E, uzavienav X.

MnoZina E, je ridkd. Diky pfedchozimu pozorovani staci ukazat, ze vnittek E, je
prazdny. Predpokladejme pro spor, Ze tomu tak neni a existujix € X ar > 0 tako-
va, ze B(x,r) C E,. Potom plati také B(0,r) C E,,nebot E, je linearni podprostor.
Pak plati

o0 o0
X = JkB(.r) C | JKkE, = Ey.
k=1 k=1
coz je spor, nebot nekone¢né dimenzionalni prostor X nemtize byt obsazen v ko-
ne¢né dimenzionalnim prostoru E,.

Diky tomu, Ze B je baze dostdavame X = | J,—, E,. Prostor X je tedy podle pred-
choziho prvni kategorie v sobé, coz je ale podle Véty spor s uplnosti prostoru
X. -
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Kompaktni prostory.
8.10.40. Priklad. Necht {x,} je posloupnost prvkii metrického prostoru P splnu-
jici x, — x pro néjaké x € P. Dokazte, ze mnozina K = {x,; n € N} U {x} je
kompaktni.
Reéseni. Necht € je néjaky systém otevienych podmnozin pokryvajici K. Potom
existuje G € § takova, ze x € G. Protoze x, — x, existuje ng € N takové, ze

pro kazdé n > ng plati x, € G. Pro kazdé k € {1,...,no} existuje Gx € § splnujici
X € Gg. Potom soubor mnozin §* = {G,G1,..., G,,} tvoii koneény podsystém
systému §, ktery zfejm¢é pokryva K. Podle Véty je tedy mnozina K kom-
paktni. ¥y

8.10.41. Priklad. Necht (P, o) je metricky prostor, e > 0 a A C P je nckonecna
mnozina takova, ze pro kazdé x,y € A4, x # y, plati o(x, y) > e. Dokazte, Ze pak
prostor P neni kompaktni.

Reseni. Ukazeme, 7e v prostoru P neexistuje koneéné /2-sit. Pro spor ptedpokla-
dejme, Zze D C P je kone¢na ¢/2-sit. Potom A C |J,cp B(x.&/2). Mnozina A je
nckone¢nd, mnozina D je konecna, a proto existuje x € D takové, ze koule B(x, ¢)
obsahuje alespon dva rtizné body z mnoziny A. Tyto body vsak maji vzdalenost
mensi nez ¢, coz je spor s predpokladanou vlastnosti mnoziny A. Prostor P tedy
neni totalné omezeny, a proto podle Véty neni kompaktni. ry

Predchozi vysledek porovnejte s Vétou .

8.10.42. Priklad. Dokazte, Ze mnozina
A={{x,} €l; Vn eN: |x,| < 1}

n

je kompaktni v £5.
Reseni. Podle Véty sta¢f dokazat, ze A4 je uplny a totalné omezeny prostor.
Uplnost mnoziny A. Prostor £, je Gplny, a proto podle Véty staci ukazat, ze A4 je

uzaviena v {,. Vezméme tedy posloupnost {xky prvkt mnoziny A, ktera konverguje
k prvku x € 5. Ukdzeme, 7e x € A. Pro kazdé n,k € N plati [x¥ —x,| < ||xF —x|2.
Odtud plyne, ze prokazdén € N mame limy_, o xk = x,. Navic prokazdén,k e N

plati [x¥| < % Pro kazdé n € N tedy mame |x,| < % Plati tedy x € £5.

TotdIni omezenost mnoZiny A. Zvolme & > 0. Nalezneme m € N takové, ze Y oo ., nLZ <
(£)*. Polozme
B={[x1.....xm] € R™; Vn € {1,....m}: |xn| < 1}.

Mnozina B je omezena a uzaviena v R”. Podle Véty je B kompaktni a podle
Véty je totaln¢ omezena. Existuje tedy kone¢na £-sit C mnoziny B. Definuj-
me mnozinu D C {5, kterd obsahuje pravé véechny prvky tvaru (xi,...,x,.0,...),
kde (x1,...,x,) € C. Mnozina D je konec¢na, nebot C je kone¢na a ztejmé D C A.
Ukazeme, ze D je e-sit mnoziny A. Zvolme y € A. Potom y = (y1,....ym) € B
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a existuje X = (x,..., Xm) € C splnujici ||y =X < % Prvek x = (x4, ..., Xm,0,...)
patii do mnoziny D a plati

m o0 o0
Iy =x3=>"n—x)>+ Y. Gn—x)’=[F-%7+ > »2
n=1 n=m+1 n=m+1
21
<GPt ) S <EPHE’ =4
n=m+1

K prvku y € {3 jsme tedy nalezli prvek x € D splnujici ||y — x||2 < &. Tim jsme
ovétili, ze C je e-sit. Tedy 4 je totalné omezena. Fy

8.10.43. Priklad. Dokazte, Ze mnozina
B ={x €co; |xnlloo <1}
neni kompaktni v ¢o.

Resen. Uvazujme vektory e” € cg, n € N, kde e” je n-ty kanonicky vektor v co, tj.
e" = (0,...,0,1,0,...),

kde pouze n-ty ¢len je roven 1. Pak pro kazdé n,m € N,n # m, plati |[e" —e™ ||, =
1. Mnozina A = {e"; n € N} je nekonec¢na a diky predchozimu splnuje predpokla-
dy Prikladu pro & = 1. Pak podle Ptikladu neni B kompaktni. &

8.10.44. Priklad. Necht (P, ) je kompaktni metricky prostora f: P — P je izo-
metrie, tj. zobrazeni splnujici

Vx,y € Pro(f(x), f()) = o(x, ).

Dokazte, ze f(P) = P.

Resent. Ptedpokladejme pro spor f(P) & P. Vezmeme xo € P\ f(P) a oznac¢ime
d = dist(xg, f(P)). Protoze je f spojité, je mnozina f(P)kompaktni,atedyd > 0.
Polozme x, = f"(xo). Pak jsou ¢leny posloupnosti {x,}>2, obsazeny v f(P),a te-
dy o(xo,xn) > d pro kazdé n € N. Diky kompaktnosti vybereme podposloupnost
{xn, } konvergujici k né¢jakému y € f(P). Tedy existuji indexy n < m takové, ze
0(xn,xm) < d. Protoze je f izometrie, plati

d > o(f™(x0), ™ (x0)) = o(f" " (x0), S (x0)) = -~
= o(x0, /" (x0)) = d.

COZ je spor. rYy

8.10.45. Priklad. Necht (Ky,01) a (K2,02) jsou kompaktni metrické prostory.
Ukazte, ze soucin K x K, opatfeny £;-souctem metrik 01 a 02 je kompaktni met-
ricky prostor.
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Reseni. Uvazujme posloupnost bodi {(x?, x%)} - | prostoru K1 x K>. Metricky pro-
stor (K1, 01) je kompaktni, a proto lze z posloupnosti {x{’}:o:l vybrat konvergentni
p’(l)kdposloupnost {x;‘k.},‘f’zl s limitou z; € Ky. Prok € N ozna?me yk=xrayk =
x,*. Prostor (K>, 02) je kompaktni, a proto lze z posloupnosti {yé‘},‘:ozl vybrat kon-
vergentni podposloupnost {y;cj }711 s limitou z, € K5. Posloupnost {ylf};:;l kon-

verguje k 71, a tedy i posloupnost {yf‘" }7‘;1 konverguje k z; (Véta . Plati tedy
. k;
lim Ql(yl",zl) =0,
Jj—00

hm Qz(y;cj s Zz) = O
Jj—o0

Pak ale podle véty o aritmetice limit plati

. k: 2 ki 2
Jim, \/Ql(ylj’zl) +02(vy’ . 22)" = 0.

Odtud plyne, Ze posloupnost {(yfj , yicj )};11 konverguje k bodu (z1, z2) v metrice,
kterd je £>-souc¢tem metrik g1 a 2. posloupnost {(yf'/,y;{j)};.il je navic vybrana
o0
n=

z posloupnosti {(x},x5)} — . Tim je dikaz proveden. *

8.10.46. Definice. Necht (P, ) je metricky prostora T': P — P je zobrazeni spl-
nujici

Vx.y e P.x#y:oT(x).T(y) <olx.y).
Pak zobrazeni T' nazyvame neexpanzivni.

8.10.47. Priklad. Necht (P, o) je neprazdny kompaktni metricky prostora7: P —
P je neexpanzivni. Dokazte, Ze potom 7' ma na P pravé jeden pevny bod.

Resent. Existence pevného bodu. Definujme funkei f: P — R predpisem f(x) = o(x, T(x)).
Podle Piikladu pro x,y € P plati
/() = SO = le(x. T(x)) —e(y. T = e(x.y) + (T (x). T(y))
< 20(x. ).
Nechtx € Pae > 0. Polozme § = %8. Potom pro kazdé y € P splnujicio(x, y) <§
lati
! |f(x) = fO)] =20(x,y) <28 = ¢,

takze f je spojité v bodé x. Protoze bod x byl zvolen libovolné, je f spojité na P.

Funkce f tedy nabyva na kompaktnim metrickém prostoru (P, ¢) svého mini-
ma. Existuje tudiz bod xo € P takovy, Ze pro vSechna y € P plati f(x9) < f(»).
Piedpokladejme, Ze f(xg) > 0. Potom z neexpanzivnosti zobrazeni f vyplyva, ze

F(T(x0)) = o(T(x0), T*(x0)) < 0(xo. T(x0)).

coz je spor. Plati tedy f(xo) = 0. To znamena, Ze o(xo, T (x9)) = 0, neboli Ze xg je
pevnym bodem zobrazeni T'.



208 8. METRICKE PROSTORY

Jednoznacnost. Necht x, y € P jsou dva rtizné pevné body zobrazeni T'. Potom
o(x,y) = o(T(x), T(»)) < o(x, ),

coz je spor. Odtud vyplyva, ze pevny bod zobrazeni T je jednoznac¢né uréen. &
Cantoriiv prostor a Cantorovo diskontinuum.

8.10.48. Oznaceni. (a) Mnozinu viech kone¢nych posloupnosti, jejichz cleny jsou
rovny 0 nebo 1, budeme znacit 8. Do mnoziny & zahrnujeme i prazdnou posloup-
nost, kterou ztotoznujeme s prazdnou mnozinou a znacime ji tedy @. Plati proto
oo
8§ =1{oyu | Jto.1)".

n=1

(b) Jellis € §ai €{0,1}, znaci s™i posloupnost s prodlouzenou o prvek i. Délku
posloupnosti s € § znacime |s|, pricemz délka prazdné posloupnosti je 0.

(c) Mnozinu viech nekonec¢nych posloupnosti, jejichz cleny jsou rovny 0 nebo 1,
budeme znatit €. Plati tedy € = {0,1}N. Pro x € € an € N znaéime x|n =
(x1,...,x). Pros € 8§ ax € € zna¢ime symbolem s < x skutecnost, ze x pro-
dluzuje s, neboli nekone¢na posloupnost x zacina kone¢nou posloupnosti s, jesté
jinak feceno plati s = x||s|.

(d) Indexovanému systému (vizte mnozin (B;)ses fikame Cantorovo sché-
ma.

8.10.49. Necht § je systém otevienych mnozin v metrickém prostoru (€, ¢), kde
0 je metrika z Piikladu B.1.16. Dvojici (€, §) nazyvame Cantorovym prostorem.
Cantoriv prostor je prostor topologicky (vizte Poznamku B.4.29), ale v dal3im vy-

kladu se na né¢j budeme divat jako na metricky prostor s metrikou o.
8.10.50. Priklad. Nechts € 8. Ozna¢me
Ny ={x€€; s <x}.

Mnozina N tedy obsahuje ty nekone¢né posloupnosti, které za¢inaji posloupnosti
s. Ukazte, ze systém {NS; s € 8} tvori otevienou bazi prostoru €.

Reseni. Pro s € 8 a x € € splitujici s < x dokdZeme néasledujici rovnost

Pokud y € B(x, zls‘%) ay # x, pak nejmensi k € N takové, Ze xx # y, spliiuje
¥ <
y = x, pak zfejmé y € Nj.

Pokud y € Ns, y # x, pak nejmensi k € N takové, ze xx # yi, splnuje k > |s],
a tedy o(x,y) = % < M% Pokud y € Ny, y = x, pak zfejmé y € B(x, zls‘%).

Z plyne, ze mnozina Nj je oteviend pro kazdé s € 8. Necht G C € je

neprazdna oteviena mnozina. Dokazeme rovnost

G=|JiN:1e8. N CG} (8.30)

Mame tedy k > |s|, a proto x||s| = y||s| = s. Plati tedy y € N;. Pokud
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Inkluze O zfejmé plati. Pro diikaz opacné inkluze zvolme libovolné x € G. Pak
diky otevienosti G nalezneme k € N takové, ze B(x, %ﬂ) C G. Odtud plyne

XGB(}C,ZlS‘Zﬁ)ZNSCG.

Plati tedy rovnost (8.30). Odtud jiz plyne, Ze uvazovany systém mnozin tvoif bazi

prostoru €. *

8.10.51. Definujme Cantorovo schéma (By)ses sestavajici z neprazdnych uzavie-
nych intervald v [0, 1] nasledujicim zptisobem. Polozme By = [0, 1]. Pfedpoklade;j-
me, ze jiz mame zkonstruovany intervaly By, kde n € N U {0}, s € § a |s| < n.
Necht s € {0, 1}" a By = [a, b]. Pak polozime

Byro = [a.a+ Y(b—a)]. By =[b—1(b—a).b]

MnozZinu

o0
c=() U B.
n=0s€{0,1}"
nazyvame Cantorovym diskontinuem.

Popisme jesté konstrukci Cantorova diskontinua mén¢ formalné, ale mozna
nazornéji. Z intervalu By = [0, 1] vyjmeme interval (3, 2) a obdrzime intervaly
Bo = [0, %] a B = [%, 1]. Z téchto intervali opét obdobné vyjmeme prostredni
tfetiny a dostaneme ¢tvefici novych intervalt Bog, Bo1, Bio, B11- Z nich opét vy-
jmeme prostiedni tfetiny a tento postup stale opakujeme. Body z intervalu [0, 1],
které nebudou nikdy vyjmuty, pak tvoii Cantorovo diskontinuum C. Zacatek to-
hoto procesu je znazornén na nasledujici sérii obrazkd.

—_ — —_

OBRAZEK 1.

Vsimnéme si, ze Cantorovo schéma (By)ses ma nasledujici vlastnosti. Pro kaz-
dé s € & plati
(a) Bsno U Bsny C By,
(b> BS/\O n BsAl = @7
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(c) diam By = 1, diam Bgrg = diam Bsay = %Bs, a tedy diam By = 37 Isl,
Viimnéme si jesté, ze pro Cantorovo diskontinumm plati

c=J ﬁ Bujn- (8.31)

a€€ n=0
Ové¢reniinkluze D je snadné. Pro dikaz opa¢né inkluze uvazujme x € C. Pro kazdé
n € N U {0} existuje s” € {0,1}" takové, Ze x € Byn. Pro kazdé n € N je systém
intervald {By: s € §,|s| = n} podle vlastnosti (a) a (b) disjunktni. Odtud plyne,
ze s"! < 5" pro kazdé n € N. Pak existuje o € € takovy, ze pro kazdé n € N plati
s" < a. Potom x € (72, Bsn = (oo Bajn-

8.10.52. Priklad (vlastnosti Cantorova diskontinua). Ukazte, Ze C ma nésledujici
vlastnosti.
(a) Cantorovo diskontinuum C je homeomorfni s Cantorovym prostorem €.
(b) Mnozina C je kompaktni a fidka podmnozina R bez izolovanych bodu.
(¢) Mnozina C m4 mohutnost kontinua.

Reésend. (a) Necht (By)ses je Cantorovo schéma z . Definujme zobrazeni
¢: € — C nasledujicim zpiisobem. Zvolme a € € pevné a polozme ¢(a) = y, kde
Y € Nz Bxjn- Ma-li byt ¢(er) dobie a jednoznaéné definovéno, je tieba, aby mno-
#ina (N5 Byx byla jednoprvkové. To viak plyne z Véty B.7.19, nebot posloupnost
mnozin {By,}52, je tvofena uzavienymi mnozinami v Gplném prostoru R, plati
Byin C Bgj(n—1) pro kazdé n € N a lim, o diam By, = 0. Posledni fakt plyne
z (c). Piimo z definice ¢ plyne, Ze ¢(€) C C.

Spojitost 9. Necht a € €. Zvolme ¢ > 0. Nalezneme s € § takové, ze ¢(a) € B;
a diam By = 371! < &. Potom ¢(Ny) C Bs C B(g(a), ¢). Tim je dokazana spojitost
@.

Prostota ¢. Vezméme o, f € €, @ # . Pak existuje n € N takové, ze aln # B|n,
a tedy () € Byjn, 9(B) € Bgjn a Byjn N Bgj, = 0. Odtud plyne ¢(a) # ¢(B).
Surjektivita . Pro x € C existuje podle a € € takové, Ze x € (2o Byjn- Mame
tedy ¢(@) = x. Tim je surjektivita ovéfena. Navic diky vlastnosti (b) z
ainkluzi ¢(Nys) C By, s € 8, dostavame rovnost ¢(Ny) = By N C platnou pro kazdé
ses.

Spojitost p~'. Necht x € C. Ozna¢me ¢~ !(x) = a. Zvolme ¢ > 0. S pomoc{ Piikla-
du nalezneme n € N takové, ze Ny, C B(a,¢). Nalezneme § > 0 takové,
ze B(x,8) N C C By),. Potom podle predchoziho odstavce
¢ M (B(x,8)NC) C ¢ "(C N Byp) = Ny C B(a, &).

Tim je dokdzéna spojitost ¢~ .
(b) Mnozina C je uzavfena, nebot je definovana jako prinik uzavienych mnozin.
Mnozina C je zfejmé omezena. Podle Véty je tedy C kompaktni.

Ridkost C ové&iime podle Véty . Zvolme neprazdnou otevienou mnozinu
G C R. Pokud G N C = @, pak polozime H = G a mame H N C = §. Pokud
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H NC # @, pak vezmeme x € H N C a nalezneme s € & takové, ze By C H.
Zde vyuzivame otevienost H a vlastnost (c) z B.10.51. Mnozina B; je uzavieny
netrivialni interval. Ozna¢me B, = [a, b]. Potom polozime H = (a + %(b —a),b—
%(b —a)) a podle konstrukce Cantorova diskontinua dostdvame H N C = @. Tim
je fidkost mnoziny C dokazana.

Zvolme x € C. Ukazeme, ze nejde o izolovany bod C. K tomuto cili zvolme
& > 0. Nalezneme s € § takové, ze x € By C B(x,¢). Pak zvolime i € {0, 1} takové,
ze x ¢ Bgni. Mnozina Bya; NC je neprazdna. Zvolme tedy y z této mnoziny. Potom
mame y € C N B(x,¢e) ay # x. Bod x tedy neni izolovany.

(c) Vysledek plyne z Prikladu ??. *

8.10.53. Priklad. Cantortiv prostor € je kompaktni, nema izolované body a ma
mohutnost kontinua.

Resen. Tyrzeni plyne z Véty B.10.52, nebot Cantorovo diskontinuum je homeo-

morfni s Cantorovym prostorem. Fy

8.10.54. Priklad. Necht (P, o) je nespocetny separabilni uplny metricky prostor.
Pak existuje mnozina K C P, ktera je homeomorfni s Cantorovym prostorem.

Reseni. Podle Ptikladu lze P psat jako P = F U U, kde U je spocetna ote-
viena a F je uzaviena mnozina bez izolovanych bodii. Pak F je téz tplny metricky
prostor (Véta . Protoze je P nespocetny, je F neprazdna mnozina. Nalezne-
me zobrazeni¢: {0, 1}N — F, které bude spojité a prosté. Potom podle Véty
bude ¢ homeomorfismus mezi {0, 1} a ¢({0, 1}Y). Polozime K = ¢({0, 1}N) a K
bude pak hledanou mnozinou.
Nejprve induktivné zkonstruujeme Cantorovo schéma (Uy)se s sestavajici z ote-

vienych mnozin v F, které pro kazdé s € {0, 1} splnuji

o UpngNUsny =0,

e Ugpn; C Us,i € {0, 1},

e diam U, < 275!

Konstrukce schématu. Nejprve polozime Uy = B(x, %)OF, kde x € F. Predpokladejme
nyni, ze n € N U {0} a mame zkonstruovany mnoziny Uy pro s € {0, N |s| < n.
M¢éjme nyni mnozinu Uy, kde s € {0, 1}". Protoze je F perfektni, je Uy nekone¢na.
Lze tedy nalézt dva rizné body x, y € U;. Nyni zvolime takové r € (0, 27 1s1=2) ze
e B(x,r)N B(y,r) =0,
e B(x,r)UB(y,r) C U

a polozime Usng = B(x,r), Usa1 = B(y,r). Tim je konstrukce provedena.

Konstrukce homeomorfismu ¢. Definujeme ¢: {0, 1}N — F jako ¢(x) = y, kde

o0
ye (U xefo. 3N

n=1
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Diky vlastnostem Cantorova schématu je ¢ dobfe definovano, coz v tomto piipadé
znamena, ze mnozina (o, Uy je jednoprvkova (vizte Vétu B.7.19).
Spajitost . Necht x € {0, 1}, Zvolme ¢ > 0. Nalezneme n € N takové, ze % < e.
Potom plati x € Ny, ¢(x) € Uy a

@(Nxjn) C Uy C B(g(x), ).
Tedy ¢ je spojité v x.
Injektivita . Zvolme x,z € €, x # z. Nalezneme nejmensi n € N takové, ze x|n #

y|n. Potom ¢(x) € Uy, 9(») € Uy @ Uy N Uyp = 9. Odtud plyne p(x) # ¢(»),
a ¢ je tedy prosté. *

Souvislé a krivkové souvislé prostory.

8.10.55. Priklad. Necht (P, g) je souvisly metricky prostor obsahujici alespon dva
body. Potom je P nespocetny.

Reseni. Necht x,y € P, x # y. Predpokladejme, ze P je spocetny. Pro r > 0
oznaéme A(r) = {z € P; o(x,z) = r}. Potom existuje r € (0,0(x, y)) takové, ze
mnozina A(r) je prazdna, nebot systém mnozin {A(s); s € (0, o(x, y))} je disjunktn{
a interval (0,0(x,y)) je nespoletny. Polozme H = B(x,r). Potom H je ziejmé
neprazdna (nebot x € H) a oteviend. Podle Piikladu B.10.4 je B(x,r) uzaviena
mnozina, a tedy podle Véty (g) plati H C B(x,r). Pak mdme

H C B(x,r) = B(x,r) U A(r) = B(x,r) = H,

takze H je uzavfena, a tedy obojetna. Protoze r < o(x, y), plati y € P \ H, takze
P \ H je neprazdna. To je podle Véty spor s tim, Ze P je souvisly. Odtud
plyne tvrzeni. *

8.10.56. Priklad. Necht (P,0) a (Q,0) jsou metrické prostory a f: P — Q je
spojité zobrazeni. Necht A C P je kifivkové souvisla mnozina v prostoru P. Pak
f(4) je kiivkové souvisla mnozina v prostoru Q.

Reésend. Zvolme bodya,b € f(A). Potom existujibody x, y € A takové, ze f(x) =a
a f(y) = b. Mnozina A je kiivkové souvisla, a proto existuje spojité zobrazeni
h:[0,1] — A takové, Ze h(0) = x a h(1) = y. Zobrazeni f o h je spojité zobrazeni
z[0,1] do Q aplati f oh(0) =a a f oh(l) = b. Tim je nalezena ptislusna kiivka
pro body a a b, a je tak ovéfena kiivkova souvislost mnoziny f(A4). *

8.10.57. Piiklad. Dokazte, Ze prostor [0, 1] s metrikou zdédénou z R? neni ho-
meomorfni s intervalem [0, 1].

Resent. Pro spor piedpokladejme, Ze f: [0, 1] — [0, 1]* je homeomorfismus prosto-
ru [0, 1] na prostor [0, 1]. Zobrazeni f je bijekce, a proto musf existovat a € (0,1)
takové, ze f(a) € (0,1)%. Potom je zobrazeni f|[o,1]\{s; homeomorfismus prostoru
A =10,1]\ {a} a prostoru B = [0, 1]* \ {f(a)}.
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Prostor B je krivkové souvisly. Staci ukazat, ze pro kazdy bod [x, y] € B existuje kiivka
y:[0,1] = B splnujici y(0) = [0,0]a y(1) = [x, y]. Pfedpokladejme tedy, ze [x, y] €
B. Definujme ktivku y predpisem

PG40, e[Sl
[x,t(x+y)—x], te (%, 1].

y(@) =

Je snadné ovétit, ze y je spojité zobrazeni spliujici y(0) = [0,0], y(1) = [x, ]
a y([0,1]) C [0, 1] x [0, 1]. Pokud navic f(a) ¢ y([0, 1]), pak jsme hotovi. Pokud ale
f(a) € y([0, 1]), pouzijeme misto y kiivku 7 definovanou predpisem

[0, 2Cx + )], t €0, =51,

"=+ -yl e (1l

Opét je snadné ovérit, Ze 1 je spojité zobrazeni spliujici n(0) = [0, 0], n(1) = [x, y]
an([0,1]) C [0,1]*. Vzhledem k tomu, Ze f(a) € (0,1)* N y([0, 1]), musi byt x > 0
ay > 0. Potom y((0,1))Nn((0,1)) = @, atedy f(a) ¢ n([0, 1]). Mame tak ([0, 1]) C
B.

Prostor B je kfivkové souvisly, a proto je i prostor A kiivkové souvisly podle Pri-
kladu B.10.56. To znamen4, ze 4 je také souvisly podle Véty B.9.17, co je oviem
spor s Vétou 8.9.10. s

8.10.58. Priklad. Dokazte, ze uzavér krivkové souvislé mnoziny nemusi byt kriv-
kov¢ souvisla mnoZina.

Reseni. Polozme B = {[x,sin(1)]; x e (0,1]}. Interval (0, 1] je zfejmé kiivkové
souvisla mnozina. Mnozina B je pak kfivkové souvisla podle Prikladu ,
nebot je obrazem intervalu (0, 1] pii spojitém zobrazeni x +— [x, sin(%)].

Neplatnost kiivkové souvislosti B. Ukazeme, ze pro body [0,0] a [L, 0] neexistuje spojité
zobrazeni ¢: [0,1] — B, takova, ze ¢(0) = [0,0] a ¢(1) = %O] Pro spor pred-
pokladejme, ze takové ¢ existuje. Polozme C = {0} x [-1,1]. Plati B = B UC.
Mnozina C je zfejmé uzaviena v R2?,a proto je uzavienaiv B. S

8.10.59. Priklad. Necht (P, 0) je metricky prostor, I # @ a pro kazdé a € I je A,
kiivkové souvisla mnozina v P. Necht plati

() 4« # 0. (8.32)
ael
Dokazte, ze | e Aa je kiivkové souvisla mnozina v P.
Reseni. Zvolme body a,b € | Jye; Aa- Potom existuji o, oz € I takova, ze a € Ag,
ab € Ay, Dale diky () existuje ¢ € Aq, N Ag,. Mnozina Ay, je kiivkové

souvisla, a proto existuje kiivka hy: [0,1] — Ag, splnujici 21(0) = a, hi(1) = c.
Podobné¢ diky kiivkové souvislosti mnoziny A, nalezneme ktivku /1, : [0, 1] — Ag,
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splnujici 72(0) = ¢ a h2(1) = b. Pomoci ktivek &y, h; sestrojime piislusnou kiivku
h pro dvojici bodi a, b nasledujicim zpisobem:
2 1
poy = |mCO prorei0.3]
ha(2t —1) prot € [3,1].
Ovéreni spojitosti zobrazeni & neni tézké a snadno vidime, ze h([0,1]) C Ay, U

Ag, C Uger Aas h(0) = a, h(1) = b. Tim je kiivkova souvislost uvazované mnoziny
dokazana. -



KAPITOLA 9
Funkce vice proménn)’rch

V této kapitole zavedeme a prozkoumame zékladni pojmy diferencialniho po-
¢tu funkci vice proménnych. Pti vykladu budeme potiebovat n¢které pojmy a vy-
sledky z teorie vektorovych prostorti. Podrobny vyklad této teorie je obsazen na-
priklad v [4].

9.1. Parcialni derivace a totalni diferencial

9.1.1 (R" jako vektorovy prostor). Pripomenme, ze mnozina R”, kde n € N, je
mnozina vsech uspotradanych n-tic realnych ¢isel, nebot jde o kartézsky soucin o n
faktorech:
R"=RxRx---xR.
n-krat

Jelli x € R", potom jeho i-tou souradnici znac¢ime x;, a mizeme tedy psat x =

[X1,...,Xn] Mnozma R" obsahuje nékteré vyznamne prvky. Je to predevsun po-
catek, to jest prvek, jehoz vsechny souradnice jsou nulové. Znacime jej 0. Zvolme
i €{l,...,n}adefinujme prvek e’ € R” takto:

i-td sou-
-fadnice

I tyto prvky budou pro nés pozdéji dulezité.
Prvky R” mtzeme mezi sebou s¢itat a miizeme je nasobit realnym ¢islem. Je-li
xeR", x =[x1,....x4), y € R", y = [y1.....¥u], A € R, pak definujeme

X+y=[xX14+y1..... % + yal,
A-x =[Ax1,...,Axy,].

Trojice (R”, +,-), kde + a - jsou vy$e uvedené operace, tvoti vektorovy prostor nad
R. Mnozina B = {ei; i € {ln}} tvoti bazi prostoru R”, tj. jde o linearné
nezavislou mnozinu a kazdy prvek x = [x1,...,x,] € R” mizeme psatjako linearni
kombinaci vektorit z mnoziny B. Zde konkrétné mdme x = Y/ x;e’.

O mnoziné R” s operacemi s¢itani a nasobeni realnym ¢islem budeme mluvit
jako o prostoru R" a o prvcich z R” jako o bodech tohoto prostoru. Nékdy je oviem
uzite¢né pohlizet na dany prvek x z R” jako na vektor, tj. orientovanou tsecku s po-
¢ate¢nim bodem v pocatku a koncovym v bodé x.

215
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Pouzijeme-li v dal$im textu symbol R”, R¥,R™ a podobné, budou n,m, k vzdy
prirozena cisla.

9.1.2. V prub¢hu celé kapitoly budeme na R” uvazovat eukleidovskou normu

Ixl = {1, Xl =

a eukleidovskou metriku 02 (x, y) = ||x — y||, x,y € R". Vizte Ptiklad .

9.1.3. Podrobné pojednani o skalarnich soucinech naleznete v [4, kapitola 26].
Zde pouze pripomeneme nékolik zakladnich fakti. Skalarni soucin prvki x, y €
R" definujeme piedpisem (x, y) = >/ x; y;. Skalarni sou¢in mé nasledujici vlast-
nosti

(@) Vx €R": (x,x) = x| = 0,

(b) Vx,y,zeR": (x +y,z) = {x,2) + (y,2),

(o) Ve e RVx,y € R": (ax,y) = a{x,y),

(d) Vx,y e R": {x,y) = (y,x).

Vektory x, y € R” jsou navzajem ortogonalni (kolmé), jestlize plati (x, y) = 0.
Necht M c R". Rekneme, Ze vektor x € R” je ortogonalni (kolmy) na mnozinu
M, jestlize je ortogonalni na kazdy vektor mnoziny M. Symbol M+ znadi mnozZinu
téch vektort, které jsou ortogonalni na mnozinu M.

9.1.4 (lincarni zobrazeni z R" do R™). Rekneme, e zobrazeni L: R” — R™ je
linearni, jestlize splnuje

(@) Yu,veR": L(u4+v) = L)+ L(v),

(b) Yo € R Vu € R": L(au) = aL(u).
Mnozinu vsech linearnich zobrazeni prostoru R” do R™ budeme znacit symbolem
LR", R™). Kazdé L € £L(R" R™) je reprezentovano matici A = (a;j)i=1..u O M

j=1l..n

tadcich a n sloupcich ve smyslu, ze pro kazdé x € R” plati

ailx -0 din X1
L(x)=Ax =
Admi1  *°* dmn Xn

Vizte [4, kapitola 11].

9.1.5. Umluva. V souladu s definici R” budeme prvky x € R” chapat jako radkové
vektory. Pokud budeme ale pracovat s maticovou reprezentaci linearnich zobraze-
ni, tak budeme x uvazovat jako sloupcovy vektor neboli matici typu n x 1. Potom
bude soucin A x z predchoziho paragrafu dobte definovan.

9.1.6. Terminem realna funkce n proménnych budeme rozumét funkei z R” do
R.
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Necht f je realna funkce n proménnych a a = [a;, a2, ...,a,] € R". Chovani
f v blizkosti bodu @ mtzZeme zkoumat nasledujicim zptisobem. Zvolime jednu
souradnici, naptiklad prvni, a budeme se divat, jak se méni hodnoty funkce f,
ménime-li pouze tuto souradnici nezavisle proménné funkce f a ostatni souradnice
zistavaji rovny prislusnym souradnicim bodu a. Velikost zmény funkéni hodnoty
pak porovname se zménou velikosti prvni souradnice, tj. zkoumame vyraz

f(x1,az,...,an) — f(ar,az,...,an)
X1 —ay '

ktery Ize pomoci vektorového zapisu zapsat jako

fla+ (x; —ay)e!) — f(a)

X1 —dy

P1i tomto piistupu je ale uvedeny vyraz funkci jedné proménné, totiz proménné
x1, a je tedy mozné jej vysetfovat pomoci metod Kapitoly . Tyto ivahy nas vedou
k nasledujici dalezité definici.

9.1.7. Definice. Necht f je realna funkce n proménnych,a e R" ai € {1,...,n}.
Pak parcialni derivaci funkce f v bodé a podle i-té proménné definujeme pred-
pisem

(@) = 1im L@ F I = f@ ©.1)
0x; t—0 t
Symbolem % oznacujeme parcialni derivaci funkce f podle i-té proménné, tj.
funkci z R” do R definovanou predpisem
af af
8_x,-' X = a—xi(x).

V nékterych piipadech se pouziva misto symbolu g—){; (a)iznacenio; f(a), D; f(a)
a podobné.

9.1.8. Necht f,a ai jsou jako v predchozi definici.

(a) Pokud jde o vztah (0.1), miizeme rozlisit nasledujici moznosti:

neexistuje
Lo vlastni, tj. je rovna realnému &islu
limita v @) . I

existuje L,

nevlastni a je rovna

(b) Pokud parcialni derivace podle i-té proménné v bodé a existuje, pak pro néjaké
§ > O plati {a + te'; |t| < 8§} C D(f), neboli funkce f musi ve svém definiénim
oboru obsahovat usecku, ktera prochazi bodem a.

9.1.9 (derivace parcialni funkce). Necht f je realna funkce n proménnych, a € R”
aief{l,...,n}. Polozime-li

g(y) = flai,az,....aj—1,y,aj41,...,an),
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pak g’(a;) existuje pravé tehdy, kdyz existuje aan;(a), nebot vypocet vede v obou
piipadech na stejnou limitu. Pokud obé¢ derivace existuji, pak jsou si rovny.

Na nasledujicim obrazku je pro jistou funkci f* dvou proménnych vidét geo-
metricky vyznam funkce g, které fikame parcialni.

/7 o
,"Iz"'ffo'

ai a) +t

OBrAZEK 1.

9.1.10 (aritmetika parcialnich derivaci). Z predchoziho paragrafu plynou n¢ktera
pravidla pro vypocet parcialnich derivaci, nebot lze pouzit vétu o aritmetice deri-

vaci pro funkce jedné proménné (Véta . Pro redlné funkce f ah zR” do R

boda e R"ai €{l,..., n} tak dostavame
h
WD = L+ 5w,
Xi
A(fh) f

@ = L @hta) + f@) o (a).

0x;

pokud (a), T h () existuji vlastni.

9.1.11. Priklad. Pro funkci f: R? — R definovanou pfedpisem f(xy,x;) = e¥1%3

of o df
spoctete 9x] a x5

Reseni. Podle v kazdém bode¢ [x1, x,] € R? plati

2
—(x1,x2) = e’”"zx%,

3)61

ad 2
——(x1,x2) = e *22x1x5.
8x2

ry

9.1.12. Nechtn,m € N. Mnozinu vSech realnych matic typu m x n budeme znacit
M(m x n). Tyto matice jednoznacné reprezentuji linearni zobrazeni z R” do R™.
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Necht f je realna funkce n proménnych a a € R”. Existuji-li derivace g—é(a),
i = 1,...,n, pak nam poskytuji informaci o chovani funkce f blizko bodu a na
tseckéch, které jsou uréeny pomoci vektortiel, ..., e”. O chovani funkce f napri-
klad na tiseéce tvaru {a +t(e! +e?); t € (=6,8)}, kde 8§ > 0, viak zadnou informaci
nemame. Funkce f dokonce nemusi byt definovana v zadném bodé takové tseck
vyjma bodu a. Abychom mohli zkoumat chovani funkce f* v malych okolich bodu
a a ne pouze na n¢kterych tseckach, zavedeme v nasledujici definici novy pojem,
ktery nam to umozni.

9.1.13. Definice. Necht f je realna funkce n proménnych,a e R a L: R" — R je

linearn{ zobrazeni. Rekneme, #e L je totalni diferencial funkce f vbodéa, pokud
plati

fla+h)— f@~ L) _

0. 9.2
h—0 | 2]] -2
9.1.14. Necht f aa jsou jako v predchozi definici.
(a) Vyrok (.2 je ckvivalentnf vyroku
lim L&) = f@-Lx—a) 9.3)

x—a x —all

(b) Z existence totalniho diferencialu v bodé a plyne, ze funkce f je definovana na
néjakém okoli bodu a.

9.1.15 (geometricky vyznam totalniho diferencialu). Predpokladejme, Ze f je real-
na funkce n proménnych, kterd ma v bodé a € R” totalni diferencial L. Definujme

funkci T: R” — R predpisem T'(x) = f(a) + L(x —a). Podle (0.9) plati

e FO-T@

xalx —al

Tento vztah - neformalné feceno - ukazuje, Ze funkce T" aproximuje velmi dobre
funkei f* v blizkosti bodu a. Rozdil funkénich hodnot f(x) — T'(x) je ve srovnani
se vzdalenosti || x — al| maly.

Grafem funkce T je afinni podprostor prostoru R"*1. V uvedené situaci jej
nazyvame te¢nou rovinou, pokud n = 2, nebo te¢nou nadrovinou, pokud n > 2,
ke grafu funkce f v bod¢ [a, f(a)]. Graf totalniho diferencialu je potom afinni
(dokonce vektorovy) podprostor R**!, ktery obsahuje po¢étek prostoru R**! a je
rovnobézny s te¢nou (nad)rovinou.
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la, f(a)]

OBRAZEK 2.

9.1.16. Véta (vztah totalniho diferencialu a parcialnich derivaci). Necht f je funk-
ce n proménnych, ktera ma v bod¢ a € R” totalni diferencial L. Pak existuji parci-

alni derivace %(a), e %(a} a pro kazdé h € R” plati
0 0
Ly = L@+ + L,
dx1 0xp,
Diikaz. Zobrazeni L je linearni, a proto existuji realna cisla Ay, ..., A, takova, ze

pro kazdé h € R” plati

L(h) = L(hy,...,hy) = A1hy + -+ Aphy,.
Zvolme i € {1,...,n}. Zobrazeni ¢: t > te' je spojité a (1) # o pro ¢ # 0. Tedy
dle Véty plati

fla+ @) — fla) — L(p()) f(a+t€")—f(a)—Ait.

0 = lim = lim
t—>0 le@)|l =0 |t
Odtud _
| @t = 1@
t—0 t
neboli .
iy _
%(a) = lim flatte) = j@ = A;.
8xi t—0 t
Tim je dtikaz dokoncen. ]
9.1.17. Z Véty plyne, ze existuje-li totalni diferencial, je uréen jednoznacné,

of
> Dxn
vedeni nasledujiciho znaceni. Existuje-li tedy totalni diferencial funkce f v bod¢
a, pak jej zna¢ime symbolem f’(a). Hodnotu linearniho zobrazeni f'(a) v bodé

h € R" pak znacime f'(a)(h).

protoze je reprezentovan matici (%(a), %(a), .. (a)). To nas opravnuje k za-
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Upozornéme, ze v piipadé n = 1 zde, bohuzel, vznika kolize ve znaceni. Sym-
bol f'(a) pak totiz jednak oznacuje derivaci funkce f v bod¢ a, tedy realné ¢islo,
a jednak totalni diferencial funkce f v bodé¢ a, tedy linearni zobrazeni. Toto li-
nearni zobrazeni je vSak reprezentovano matici 1 x 1, jejimz jedinym prvkem je
pravé hodnota derivace. Z kontextu vsak bude vzdy zfejmé, ktery vyznam mame
na mysli.

9.1.18. Véta. Necht f je funkce n proménnych, kterd ma v bodé a € R” totalni
diferencial. Potom je funkce f v bodé a spojita.

Diikaz. Diky spojitosti zobrazeni x +— ||[x —a| ah +— f'(a)(h) mame

i £0) = i (LSO S @)
5 00 = Ix—al
+ f@ + f @) —a))
—0.0+ f(a)+0 = f(a).
Tedy f je spojitava. ]

9.1.19. Z pouhé existence parcidlnich derivaci v daném bodé jesté spojitost funkce
v tomto bodé nevyplyva, jak ukazuje nasledujici priklad. Definujme funkci f: R2 —
R predpisem

1, pokud x; = 0nebo x, =0,

S22l =00 inak,
Pak plati %(0) = %(0) = 0, ale f neni v o spojita. Tedy ani f”(0) neexistuje.

Uvédomme si, ze v tomto pripadé 1ze definovat linearni zobrazent, které je repre-
zentovano matici parcialnich derivaci, ale toto zobrazeni neni totdlnim diferenci-
alem funkce f v bodé¢ o, protoze nesplnuje vztah s limitou z definice totalniho
diferencialu.

Pokud ale predpoklad ohledné existence parcialnich derivaci vhodné zesilime,
pak je mozné existenci totalniho diferencialu odvodit. Tento vysledek je obsahem
Véty , v jejimz ditkazu vyuzijeme nasledujici lemma, které je vicedimenzio-
nalni variantou Lagrangeovy véty o stfedni hodnoté.

9.1.20. Lemma. Necht f je reilna funkce n proménnych, I = (ay, ;) x -+ x
(0tn, Bn) CR",a,b € I. Nechtv kazdém bod¢ I existuji vsechny parcialni derivace
funkce f. Potom existuji body cl, ..., c" eI takové, ze

"oy 4
)~ f@ =3 Lty —an),
i=1 '
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Ditkaz. Oznadéme

p = (a1,az,as,..., an-1,dn) = 4a,
pl=(b19a2’a35"-aan—lvan)y
pz=(b17b2’a3"'7an—lvan)v

pn—l = (bl,bz,b:), .. .,bn—lvan)’
p" = (b1,b2,b3...,by—1,by) =b.

Potom plati

n

)= fl@) = (f(p") = f(p'™). 9.4)

i=1

Proi e {l,...,n} polozme
gi(x) = f(br.....bi—1,x,ait1.....an), x € (i, Bi).
Funkce g; méa v (;, Bi) vlastni derivaci rovnou
gi(x) = —f(bl ..... bi—1,X,ai41,-- -, an). 9.5)

Pokud a; # b;, nalezneme podle Lagrangeovy véty (Véta bod z; v intervalu
s krajnimi body a; a b; takovy, ze

FPY = f(P'Y) = gi(bi) — gilai) = gj(zi) - (bi — ai). 9.6)

V ptipadé, ze a; = b;, volme z; = a;. Pak @ platiiv tomto pripadé. Polozme

Potom podle (0.5) a ®0.6) plati f(p') — f(p'™") = %(ci)(bi —a;). Odtud a z 0.4)
dostavame dokazovany vztah.
Nasledujici obrazek ilustruje zakladni myslenku dikazu pron = 2.
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OBRAZEK 3.

af

* 0xp

9.1.21. Véta. Necht f je realna funkce n proménnych, a € R" a %, ...
spojité v bodé a. Pak ma funkce f v bodé a totalni diferencial.

jsou
Diikaz. Ukazeme, ze linearni zobrazeni L: R” — R definované predpisem
n af
(h) — 8x1 (a)hlﬂ h (hl» »hn) € ’

je totalnim diferencialem funkce f v bodé a.
Zvolme ¢ > 0. K nému nalezneme § > 0, takové, Ze

Vi e{l,....n} Vx € B(a,§): %(x)—%(a) <e.

a oznaéme

o

PoloZme § = .

I =(ay—6,a1+8)x---xX(ay—868,a, +6).

Potom plati B(a,8) C I C B(a,$). Zvolme x € B(a,§). Pak podle Lemmatu
nalezneme body cl .. c" € [ takové, zZe

0= 1@ =3 ety —ap.
i=1 '
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Pak mame

_f(c D(xi —a;) — _f(a)(xl a;)

Z(i() —f(a))(x, ar)

i=1
Z |x,—al|<£Z|xl—a,

5811 ||x—a||.

|f(x) = f(a) = L(x —a)]

e )——f(a>

Tedy pro x € B(a,8) \ {a} mame

|f(x) — fa) — L(x —a)]

lx —all

< ne,

¢imz je dikaz proveden. ]

V definici parc1aln1 derivace jsme pracovali s kanonickymi Vektory el ..., er.
SteJny pristup pouzijeme i v nasledujici definici, kde ale budeme uvazovat libovol-
ny vektor z R”.

9.1.22. Definice. Necht f je funkce n proménnych, a € R” av € R”. Pak derivaci
funkce f vbodé a podle vektoru v rozumime limitu

D”f(a)zli—% f(a+“;)—f(a)_

9.1.23. (a) Jestlize je f funkce n proménnych, a € R" ai € {1
ztejmé plati D, f(a) = ax (a)

(b) Pokud parcidlni derivace podle vektoru v v bodé a existuje, pak pro néjaké
§ > 0 plati {a + tv; |t| < 8} C D(f), neboli funkce f musi ve svém definiénim
oboru obsahovat tse¢ku ur¢enou bodem a a vektorem v.

(c) Necht f je realné funkce n proménnych, a € R” av € R”. Polozime-li g(t) =
fla+tv) prot splnujicia+1v € D(f), pak g'(0) existuje pravé tehdy, kdyz existuje
D, f(a), nebot vypocet vede v obou ptipadech na stejnou limitu. Pokud tedy jedna
z derivaci existuje, existuje 1 druha a rovnaji se. Na nasledujicim obrazku je pro
jistou funkci f dvou proménnych vidét geometricky vyznam funkce g.
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OBRAZEK 4.

(d) Podobné jako v piipadé¢ parcialnich derivaci plynou z predchoziho vykladu
néktera pravidla pro pocitani s derivacemi podle vektoru. Pro redlné funkce f a h
zR" boda € R" av € R” tak dostdvame

Dy(f + h)(a) = Dy f(a) + Dyh(a),
Dy(fh)(a) = Dy f(a) - h(a) + f(a) - Dy(a),
pokud Dy, f(a), Dyh(a) existuji.

9.1.24. Definice. Necht f je funkce n proménnych, a € R" a f’(a) existuje. Pak
definujeme vektor V f(a) z R" predpisem

Vi@ = (@ @)

a nazyvame jej gradient funkce f vhbodéa.
9.1.25. Necht f aa jsou jako v predchozi definici. Chapeme-li V f(a) jako matici

typu 1 x n, pak jde o reprezentujici matici totalniho diferencidlu f’(a). Pokud se
na V f(a) divime jako na vektor, pak mtzeme pomoci skalarniho soucinu psat

f'(a)(h) = (V f(a), h) pro kazdé h € R".
Souvislost totalniho diferencialu, derivace podle vektoru a gradientu zachycu-
je nasledujici véta.

9.1.26. Véta. Necht f je realna funkce n proménnych, a,v € R" a existuje f”(a).
Potom plati:

@ f'(@)(v) = Dy f(a),
(b) max{D, f(a): v|] =1} = [V f(@)].
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Diikaz. (a) Pokud v = o, potom dokazovana rovnost zfejmé plati. Pfedpokladejme,
ze v # o. Potom plati

Dy f(a) = tlin%
_ (f(a +1v) — f(a) — f(@)(tv) ||fv||
= 11m

[zv]l
Podle véty o limité slozené funkce plati
I fla+tv) — f(a) — f'(a)(tv)
1m
t—>0 2ol

Funkce 1 — "tt—"” je omezena na R \ {0}. Dostavame tak Dy, f(a) = 0+ f'(a)(v) =
(@) ().
(b) Z (a) a Cauchyovy nerovnosti (Véta mame

fla+1v) — fla)
t

T <a)(v))

t—0

=0.

29
Dyf@ = f'@® =Y L@y,

. 8)(,‘
i=1

Z(—< >) Y vE= V@] -l
i=1

Pokud V f(a) = o, pak dokazovana rovnost plati, nebot ob¢ strany jsou rovny
nule. Pfedpokladejme, ze plati V f(a) # o. Polozme

v= V@IV ).

9.7)

Pak plati

D, f(@) = IV f@)]”" Zaf @ 3-@ = V@]

i=1

Odtud a z (9.7) jiz plyne (b). "

9.1.27. (a) PokudV f(a) # o, pak se v (b) nabyva maxima pravé prov = IV f(a)| ™"
Vf(a).
(b) Necht’a € R"a f'(a) existuje. Jestlize vektory v € R" a V f(a) sviraji thel mensi
nez %, neboli (VA(a), v) > 0, pak existuje § > 0 takové, ze pro kazdé t € (0, ) plati
f(a + tv) > f(a) a pro kazdét € (—6,0) plati f(a + tv) < f(a). Uvazujme funkci
g z R do R definovanou predpisem g(¢) = f(a + tv), pokud a + tv € G. Potom
plati

g'(0) = (Vf(a),v) >0
a podle Lemmatu a dostavame uvedené tvrzeni.

9.1.28. Priklad. Necht G C R” je souvisla a oteviend mnozinaa f: G — R je
funkce takova, ze pro kazdé x € G plati f'(x) = 0. Dokazte, Ze potom f* je kon-
stantni na G.

Resent. .
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9.2. Derivace vektorovych funkci

Pojem totalniho diferencialu pro funkce z R” do R je mozné zobecnit i pro
vektorové funkce, tj. funkce z R” do R™. To je provedeno v nasledujici definici.

9.2.1. Definice. Necht F je zobrazeni z R” do R™,a € R” a L: R” — R je
linearni zobrazeni. Rekneme, 7e L je derivaci zobrazeni F v bodé& a, pokud plati

. F@a+h)—F(a)—L(h)
lim =

(9.8)
h—o ||h||

9.2.2. Vevztahu (@ se vyskytuje dvakrat symbol oznacujici nulovy vektor. V pii-

pad¢ vyrazu h — o jde o vektor z R”, ve druhém ptipad¢ jde o vektor z R™. Vzhle-

dem k tomu, Ze je z kontextu jasné, z kterych prostorti jsou uvedené vektory, po-

uzivame jeden symbol v obou pftipadech, ackoliv jde o rozdilné vektory, pokud
Vztah @ je splnén pravé tehdy, kdyz plati

. ||F(a+h)—F(a) — L(h)|
lim =0. 9.9
h—o ||h|| ( )

Ve vyrazu (0.9) se dvakrat vyskytuje symbol normy. Podobné jako pro nulovy vek-
tor vyplyva z kontextu, ze norma v ¢itateli je normou na prostoru R” a norma ve
jmenovateli je normu na prostoru R”.

9.2.3. Zobrazeni F zR" do R™ ma v bodéa € R" derivaci pravé tehdy, kdyz kazda
jeho slozka, tedy kazdé zobrazeni F; zR" do R, i € {1,..., m}, ma v bodé a totalni
diferencial. Podivejme se postupné na obé implikace v predchozim tvrzeni.

= Necht L je derivace funkce F v bodé a. Podle Véty P? plati @) pravé tehdy,
kdyz kazda slozka funkee, jejiz limitu pocitame, ma limitu rovnou nule, tj. pro
kazdéi e {1,...,m} plati

lim<F(a +h)—F(a)—L(h)) _ iy Filath) - Fi@) = Li(h) _
1] i -

0. 9.10
h—o ||h|| ( )

h—o

Z druhé rovnosti plyne, ze funkce F; ma v bodé a totalni diferencial rovny linear-
nimu zobrazeni L;.

& Definujme zobrazeni L: R” — R” predpisem L(h) = (F{(a)(h), ..., F, (a)(h)).

Zobrazeni L je linearni, nebot Fj(a),..., F,,(a) jsou linearni. Z definice totalniho
diferencialu plati pro kazdéi e {1,...,m}

. Fi(a+h) — Fi(a) — F/(a)(h)

lim =0

h—o [t
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Podle Véty ?? dostavame
. F(a+h)—F(a)— L(h)
lim
h—o 2l
[F1(a + h) — Fi(a) — F{(a)(h) Fu(a +h) — Fy(a) — F/n(a)(h)]
4] 2]

= lim
h—o

=10,...,0] = o.
~————
m-krat

Linearni zobrazeni L je tedy derivace zobrazeni F v bodé a.

9.2.4. Oznaceni. (a) Z plyne, ze ma-li F vbod¢a derivaci L = (Ly,..., Lp),
pak je L; totalnim diferencidlem F; v bod¢ a pro kazdé i € {1,...,m}. Totalni dife-
rencial je uréen jednoznac¢né, pokud existuje, a tedy derivace zobrazeni F v bodé a
je ur¢ena jednoznacné, pokud existuje. Tato Givaha nas opravnuje oznacit linearni
zobrazeni, které je derivaci funkce F v bod¢ a, symbolem F'(a).

(b) Pokud v Definici polozime m = 1, pak je vztah (@ ekvivalentni s @
V tomto pripadé tedy znovu definujeme pojem totalniho diferencialu. V dalsim
textu jiz nebudeme termin totalni diferencial pouzivat a dame prednost terminu
derivace.

9.2.5. (a) Nechta e R” a F: R" — R™ je zobrazeni, které je konstantni na jistém
okoli bodu a. Pak F’(a) je linearni zobrazeni, které libovolnému vektoru & € R”
pfifazuje nulovy vektor v prostoru R™. Staci nalézt n > 0 a b € R™ takova, zZe
F(x) = b pro kazdé x € B(a, n). Potom pro kazdé h € R", ||h|| < n, plati

Fa+h)—F(a)—F'(a)h)y=b—b—-0=o.
Odtud okamzité plyne nase tvrzeni.

(b) Je-li L: R* — R™ linearni zobrazeni, pak v kazdém bod¢ a € R” plati L'(a) =
L, nebot pro kazdé h € R" plati

IL(a + h) = L(a) = L(W)] = |lo] = 0.

9.2.6 (gecometricky vyznam derivace). Predpokladejme, ze F je zobrazeni z R”
do R™, které ma v bodé a € R" derivaci. Na zobrazeni F se mtzZeme divat ja-
ko na m-tici funkci Fi, ..., Fy a pro kazdou z téchto funkci uvazovat jeji deri-
vaci, pomoci které miizeme aproximovat jeji chovani v okoli bodu a ve smyslu
0.1.15. Pomoci derivace F’(a), kterd maslozky F|(a), ..., F,,(a), pak mtiZeme apro-
ximovat chovani funkce F v okoli bodu a, nebot mizeme aproximovat chovani
jednotlivych slozek. Jinymi slovy, definujeme-li funkci 7: R* — R™ predpisem
T(x) = F(a) + F'(a)(x — a), pak podle definice plati
. F(x)—T(x)

lim ———~ =

x=a |x—d
Afinni funkce T, ktera je obecné jednodussi objekt nez F, aproximuje velmi dobre

funkci F v blizkosti bodu a. Vektor F(x) — T'(x) je totiz ve srovnani s velikosti
vektoru x —a maly.
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9.2.7. Véta. Necht F je zobrazeni z R” do R™, které ma v bodé¢ a € R” derivaci.
Pak je F'(a) reprezentovana matici

W@ 2§;<a>
9.11)
%i’r @ - P

Ditkaz. Podle P.2.3 vime, ze pro kazdé j € {1,...,m} existuje derivace Fl(a) aje

podle reprezentovana matici (Bx (@),..., ax’ (a)). Linearni zobrazeni F’(a)
ma slozky F (a),j =1,...,m, takze je reprezentovano matici (-) [ |

9.2.8. Oznaceni. Matice reprezentujici F'(a) se nazyva Jacobiho matice. Pokud
m = n, pak determinant Jacobiho matice nazyvame jacobian a zna¢ime ho Jr(a),
pripadné

D(Fi,...,F,)

D(x Xn) (@

1s---5An

9.2.9. Véta. Necht F je zobrazeni z R” do R™, které ma v bodé¢ a € R” derivaci.
Pak je F spojité v a.
Ditkaz. Podle P.2.3 existuji derivace Fi(a), j € {1....,m}, takze vSechny funkce F;
jsou spojité v a podle Véty P.1.18. Odtud plyne podle Vety ?? spojitost Fva. m

9.2.10. Véta. Necht F je zobrazeni z R” do R™,a € R" a 7~ Jsou spojité v a pro
kazdai e {1,...,n}, j € {1,...,m}. Pak F'(a) existuje.

Diikaz. Podle Véty existuji derivace F{(a), ..., F, (a). Z dostavame exis-
tenci F'(a). [

9.2.11. Lemma. Necht L: R” — R™ je linearni zobrazeni. Pak existuje C € R
takové, ze

Vx e R": |Lx| < C |x].
Diikaz. Necht matice A = (aji)j=1.m € M(mxn) reprezentuje L. Pak mame z Cau-

i=1l.n

chyovy nerovnosti (Véta ??)

ILx| = é(ux)j)zz ;(;aﬂxl>
= i(iaﬁ)(f#% ifuﬁ--uxn.

Jj=1 i=1 i=1 j=1li=1

Polozime-li

dostavame pozadovany vysledek. ]
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9.2.12. Definice. Na mnozin¢ £(R",R™) zavedeme operace s¢itani prvkii a naso-
beni prvku redlnym ¢&islem. Pro L, Ly, L, € £(R",R™), ¢ € R ax € R” polozime
(L1 4+ Ly)(x) = L1(x) + La(x),

(cL)(x) = cL(x).

Vzhledem k témto operacim tvori £(R”, R™) vektorovy prostor nad realnymi ¢isly.
Definujeme pro L € £(R”,R™) normu

ILCOT

i x €RY x £op.
x|l

[IL] = sup

9.2.13. Lemma. Vektorovy prostor £(R”,R™) je s vyse definovanou normou nor-
movany linearni prostor.

Ditkaz. Musime ovéfit, ze zobrazeni L +— ||L|| je norma na L(R",R™). Zjevné je
norma nulového zobrazeni rovna nule a ||L|| = 0 pravé tehdy, kdyz ||L(x)|| = 0
pro kazdé x € R", tj. kdyz L = 0.

Snadno téz odvodime pro L € £(R",R™) a ¢ € R rovnost

cL(x
leL| = sup%””T(”)”; x eR" x # 0}
L(x
= |c|sup%%; xeR™ x # 0}

= lelIIL]]-

Zbyva ovéfit trojuhelnikovou nerovnost. Pro Ly, L, € £(R",R™) plati

L L
x
L L
<[ LOLH IO g )
X
L L
. Sup{n 1O, 7&0} Hup%M; feR x40
[l [lx ]l
= L1l + | L2]l
a tedy trojuhelnikova nerovnost plati. [

9.2.14. Pov$imnéme si, ze pro kazdé L € £(R",R™) a x € R” plati |[L(x)| <
L |x]|. Zvolme x # o v R". Pak

1L _
Li,
TR
a tedy
1L < 121 )

Pro x = o plati nerovnost trivialné.
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9.2.15. Lemma. Necht F je zobrazeni z R” do R™ majici derivaci v bodé a € R”".
Pak existuji C > 0a § > 0 takovd, ze

Vh e B(0.8): [F(a+h)—F(a)| =C|h].

Diikaz. Nalezneme § > 0 takové, ze pro kazdé h € B(o, §) plati
| Fa+h) ~ F(a)~ F'@®)] < Al
Potom podle mame pro kazdé h € B(o, )
|F(a+h) - F@] < |Fla+h) — F@ - F'@®]| + |F'@®]
< lall+ | F'@] Ial = (1 + [ F'@]) A1 -

Cislo C = 1 + ||F'(a)| tedy vyhovuje pozadované nerovnosti. u
9.2.16. Véta (derivace slozeného zobrazenf). Necht F je zobrazeni z R" do R¥, G

je zobrazeni z R¥ do R®, F m4 derivaci v bodé a € R” a G ma derivaci v bod¢
b = F(a) € R¥. Pak existuje derivace (G o F)'(a) a plati

(G o F)(a) =G'(b) o F'(a).
Diikaz. Diky Lemmatu nalezneme C € R a §g > 0 takova, Ze
Vh € B(0,80): |F(a+h)— F(a)|| < C ||h]. (9.12)

Ukazeme, ze linearni zobrazeni G'(b) o F'(a): R" — R je derivaci zobrazeni G o F
v bodé¢ a. Necht ¢ > 0. Diky existenci derivace G'(b) nalezneme n > 0 takové, ze

plati
Yu € B(o,n): |G +u)—G(b)— G b)w)| <elul. (9.13)
Dile diky existenci derivace F’(a) nalezneme 6 € (0, &) takové, ze plati
Yh e B(0.8): |F(a+h)— F(a)—F'(a)(h)| <e|h]. (9.14)
Navic dostavame
Vh e B(0,8): |F(a+h)— F(a)|| <C |h|| <n. (9.15)
Pak pro h € B(o,§) mame diky ) a ) odhad
|G (b + (F(a+ h) — F(a))) — G(b) — G'(b)(F(a + h) — F(a))|
<e|F(a+h)—F(a)| =Ce|hl.
Dale pro h € B(o,6) plati z @)
|G'B)(F(a + 1)~ F(@)) ~ G'(b) o F'(a)(h)|
<|G'®)||F(a+ h)— F(a)— F'(a)(h)|
<e|G'®)| 1A
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Kombinaci predchazejicich dvou odhadt dostaneme
|G(F(a+ h)) — G(F(a)) — G'(b) o F'(a)(h)||
< |G® + (F(a + h) — F(a))) — G(b) — G'(b)(F(a + h) — F(a))|
+ |G'(b)(F(a + h) — F(a)) — G'(b) o F'(a)(h)|
<(C+|G'B)|elnl.
Odtud plyne tvrzeni. ]

9.2.17. Derivace (G o F)'(a) je reprezentovana souc¢inem matic, které reprezentuji
F'(a) a G'(b). Tedy (G o F)'(a) je reprezentovana matici

5y G0
3yj ll..i 0x; {:llr]f

9.2.18. Véta (fetizkové pravidlo). Necht funkce fi,..., Jx zR" do R maji v bod¢
a € R" derivaci a funkce g z R¥ do R ma v bodé b = (fi(a),..., fi(a)) derivaci.
Definujme funkci 2 z R” do R predpisem

h(x) = g(f1(x), f2(x),.... Ji(x)).

Pak m4 funkce & v bodé a derivaci a pro iefl,..., n} plati

)
O (@) = ZE“’) Ji 4 9.16)

0x;

Diikaz. Existence derivace plyne z Véty 0.2.16. Dle P.2.17 plati (9.16), nebot

g‘g(a) 8f1(a)
(%(a) ..... ax"()) (ayl(b) ..,3yk(b))
g;’kl(a) "’fk(a)

9.2.19. Pfiklad. Necht f: R? — R maderivaciv kazdém bodé. Definujme h: R? —
R predpisem

h(r,t) = f(rcost,rsint), (r,t) € (0,00) x R.
Potom pro (r,t) € (0, 00) x R plati

cost —rsin t)

( (r, t) (r t)) (%(r cost,rsint), %(r cost,rsint))( .

sin ¢ rcost
a tedy
oh

. 0 . .
—(r,t) = =—(rcost,rsint)cost + —f(r cost,rsint)sint,
ar ox ay

oh

a : a .
—(r,t) = =—(rcost,rsint)(—rsint) + —f(r cost,rsint)(r cost).
at ax ay
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9.2.20. Poznamka. Necht f1, f> jsou funkce z R” do R, které maji va € R” deri-
vaci. Pak plati

@ (i + ) (@)= fia)+ fi(a),
(b)) (i) (@) = fala) fi(@) + fi(a) f5(a),
© (Hi/f2) (@) = f,%(a) (fa(a) f{ (@) = fi(a) f5(a)), pokud fa(a) # 0.
K dtikazu (a) uvazujme g: R? — R definované predpisem
g, y2) =+
af=(fi, f): R" = R% Pak (go f)(x) = fi(x)+ fa(x) a g'(h) = (1,1) pro kazdy
bod b € R%. V bod¢ a tedy plati

(fi+ ) (@) = (g0 f)(a)
af1 0f1

0x1 xn

=(P@+2o ... Lo+ i2zo)
= fi@) + f3(a).
Podobn¢ postupujeme v piipadech (b) a (c) za pomoci funkei g(y1,y2) =
Y12, respektive g(y1, y2) = y1/y2.

9.2.21. Véta (o prirtastku funkce). Necht f je funkce z R” do R, ktera ma derivaci
v kazdém bodé¢ oteviené mnoziny G C R”. Necht a,b € G a tsecka L spojujici
body a,b je obsazena v G, tj. {ta + (1 —t)b; t € [0,1]} C G. Pak existuje ¢ € L
takové, ze

f) = fla) = f(c)b—a).
Ditkaz. Definujme funkci g: [0, 1] — R predpisem

gt)y=f(A—=0a+1tb), tel01]
Zobrazenit — (1—t)a+tb mavkazdém bodé R derivaci, takze g je spojité na [0, 1]
a v kazdém bodé¢ (0, 1) ma derivaci. Potom podle Lagrangeovy véty (Véta

nalezneme #y € (0, 1) takové, Ze
g(1) — g(0) = g'(t0).
neboli pro ¢ = (1 —t9)a + tob mame

f(b) — f(a) = g(1) — g(0) = & (to)
N
—;%@@a»
= f'(c)(b —a).

9.2.22. Definice. Necht 4 je mnozina v R”. Rekneme, ze je konvexni, pokud pro
kazdé dva body z 4 plati, ze tsecka je spojujici je obsazena v A.
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9.2.23. Priklad. Pro zobrazeni z R" do R™ nemusi analogie Véty platit.
Uvazujme zobrazen{ F : R — R? definované ptedpisem

F(t) = (cost,sint)
Pak F’(t) = (—sint,cost) # o pro kazdé r e R,
FQ2m) — F() = (1,0) — (1,0) = (0,0),
ale
F'(¢)2m —0) = 2 (—sinc, cosc) # (0,0), ¢ € (0,1).

9.2.24.Véta. Necht K € R, G C R” je oteviena konvexni mnozinaa f: G — R¥ je
zobrazeni, které md v kazdém bodé¢ x € G derivaci splnujici || f/(x)|| < K. Potom

plati
Va,be G: || f(b)— f@| = K-|b—all

Ditkaz. Zvolmea,b € G.Pokud f(a) = f(b), tvrzeni zfejmé plati. Predpokladejme
tedy, Ze f(a) # f(b) a polozme

AC P AC)
I (®) = fl@ll
Definujme funkci ¢: G — R predpisem

k
p(x) = (f(x).v) =Y fi(x)v;.
j=1

Potom plati

lo®) — @) = [{(f() = f(a).v)] = I /(b) = f@)].

Dale mame
k

¢'(x) = Z v f(x), x€G,

j=1
a pro kazdé h € R”, ||h|| < 1, plati

k
'@ =X H@m)| = (0w, v)
ji=1

< | @®] -l < |-l
<[] =k
Tedy
le')| = sup {|¢’x)(B)|: h e R”, ||h|| < 1} < sup{|l f'(x)|: x € G} < K.
Podle Véty nalezneme ¢ € G splnujici
¢(b) —¢(a) = ¢'(c)(b —a).
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Tedy

1f®) = f@] = |¢' ()b —a)| = ¢ )] 1b~all
= K|b —a].

9.3. Derivace vyssich radi

9.3.1. Definice. Necht f je funkce zR” do R, i, j € {1,...,n} aa € R". Parcidlni
derivaci funkce g—){i podle j-té proménné v bod¢ a znadime %(a), pokud i #
J» ptipadné %(a), pokud i = j. Analogicky zna¢ime parcialni derivace vyssich
rada.
9.3.2. Poznamka. Vsimnéte si pofadi symbolt
af
2L = N5

Xi
BX]' ax,- 8Xj

(@).

9.3.3. Definice. Necht G C R” je oteviend mnozina, f: G — Rak € N. Rekne-
me, ze f je t¥idy C*, pokud jsou vSechny parcialni derivace funkce f az do fadu k
véetné spojité na G. Mnozinu vsech funkci f: G — R tiidy C* oznadujeme C*(G)
aklademe C®(G) = N2, C(G).

O funkci g fekneme, ze je tridy C*¥naG (k € N U {o0}), pokud g|g € C¥(G).
9.3.4. Priklad. Dokazte, ze funkce m;(x) = x;, x € R", lezi v mnoziné C*°(R").
ReSent, 2
9.3.5. Poznamky. Necht G C R” je oteviena mnozina.

() Jestlize f € C'(G), pak mé dle Véty derivaci v kazdém bodé G.

(b) Ztejmé plati

C’G)>CYG)DC*G)D....
pti¢emz funkcemi tiidy C°(G) se rozumi spojité funkce na G.
(c) Necht k € N U {oo}. Pokud f, g € C¥(G), paki f + g, fgacf,c € R, lex

v CK(G). Je-li navic g nenulova na G, tak i f/g € C*(G). K ovéteni téchto tvrzeni
sta¢i pouzit vzorce pro vypocet derivace souctu, soucinu, podilu a matematickou

indukeci dle &.

9.3.6. Definice. Necht G C R je oteviend mnozina, p € N U {oo} a f je zobrazeni
z R" do R™. Rekneme, 7¢ F je zobrazeni tfidy Cck, pokud jeho slozky fi,..., fm
jsou tiidy Ck.

9.3.7. Poznamka. Zobrazeni tiidy C'! na oteviené mnoziné G ma derivaci v kaz-
dém bodé mnoziny G.
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9.3.8. Véta (skladani zobrazeni tiidy €¥). Necht k € N U {oo}, m,n,s e NaG C
R", H C R™ jsou oteviené mnoziny. Necht f: G — R™, g: H — R* jsou po fad¢
tiid €*(G) a €k (H) a plati f(G) C H. Pak zobrazeni g o f je tiidy €¥(G).

Dikaz. Oznaéme h = (hy,...,hs) = go f. Protoze f: G — R™, g: H — R*
a f(G) C H, je zobrazeni h definované na G. Dale budeme postupovat pomoci
matematické indukce podle k. Predpokladejme nejprve, ze k = 1. Prokazdéx € G
existujf podle Véty 14.4 derivace f/(x) a g’(f(x)). Podle Véty 14.11 pak plati pro
kazdéx € G, 1 €{1,...,s}, i €{l,...,n}vztah

Oh .~ 0 f;
7, ) = ; y, )5 (0 (9.17)
Funkce x +— g%ﬁ(f(x)), X = g—{z(x) jsou spojité, a proto je funkce gixi podle
spojita. Odtud vyplyva, ze zobrazeni g o f je tiidy €' na G.

Predpokladejme nyni platnost tvrzeni pro k — I, kde k € N, k > 1. Stejné jako
v ?fedchozim pripadé plati pro kazdé x € G, [ € {1,..., sy, 1 ed{l,..., n} vztah

Nechtl € {I.....s},i € {l.....n}a j € {1.....m}. Funkce x > 3% (x) je tiidy
©k=1 na G. Funkee x — %‘Z(f(x)) je dle indukéniho predpokladu tridy €*1 na
G, nebot funkce y +— %"f_(y) je tiidy € 1 na Ha f € €5(G) c € 1(G). Podle
vy$e uvedené poznamky (c) je funkce x g—i’;(x) téz tiidy €%~! na G. Tedy je
funkce & tiidy €*(G).

Je-li k = oo, tvrzeni plyne ptimo z definice podle predchoziho. ]
9.3.9. Véta (zaménnost parcialnich derivaci). Necht f je funkce zR” doR,a € R”
ai,jell,...,n}. Jestlize obé funkce 38_){," % maji totalni diferencial v a, potom

*f > f
axi axj (a) N axj ax,- (a)

Diikaz. Predpokladejme nejprve, ze n = 2. Necht a = [ay,a,] € R2aé > 0, je
takové, ze

it ben € 2(3) 12(30),
Polozme
W(t) = flair +t,ar+1t)— flar +t,a2) — f(ar,a2 +1t) + f(a1,a2) brot € (0.5).

[2
Zvolme t € P,(0,6). PoloZme
p(x) = f(x,a2 +1)— f(x,a2) prox € ay,ar +9).
Potom .
W) = (el +1) - g(an)
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a
¢'(x) = zl(x,az +1)— %(x,az) pro kazdé x € [ay, a1 +§).
X
Podle Lagrangeovy véty existuje £(¢) € (ay,a; + t) takové, ze
plar +1) —gla1) = ¢'(E@)) - 1.
Pak

@' (§(1)) —(—f(ég'(l‘) a, +1t) — %(g(r)’az)), (918)
t ox
af

Protoze 3 ma v bodé a totalni diferencial, existuje funkce z;: (=6,6)* — R spl-
nujici

W) =

L (artaarth) = Lo L f [ (@t f @p+a1(@f) prokaideé . pl € (5.5
9.19)
a
a@p) 0.0

im
wBl—o [llee. A1l
Dosadme do postupné [o, B] = [£(t) —ay,t] a [, B] = [£(t) — a1, 0]. Dosta-

neme

L. +0= L@+ 5L @EO a0+ L @i+ 2E0 a0

2
L. = L+ L @iew -an + = v (@04 21(E(0) ~a1.0).
X X ox

Diky tomu, ze t bylo zvoleno libovolné, obdrzime kombinaci poslednich dvou rov-

nosti s vztah
2f
( )+

Pro kazdét € (0, 8) plati

2160 —ar 1) _ z216@) —ar, 1) [[E@) —ar ]|
t I[§@) —ar. ]| 4

z1(E(t) —ay,t) —z1(E(t) —a1,0)

Wi(t) = t

pro kazdé ¢ € (0, 9).

II[E(l);al,t]II < VE®) —ta1)2+t2 - \/t2t+ 2 _ 5

Z @ plyne, ze

L nEm-ann
=04 [|[[§(@) —ar. ]|l

a tedy celkem
I z1(§(t) —ai, 1)
im ———— "7

t—>0+ t

=0.
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Podobné odvodime

20 —a1,0) _

lim 0.
t—>0+ t
Odtud vyplyva
lim W) = ”f (a).
1—04 dydx

Nyni vyjadiime funkci W jinym zptasobem. Zvolme ¢ € (0, §) a definujme
Vv(y) = flar +1,y)— flar,y) proy €laz,az +9).

Potom
W(t) = vias + ?2_ ¥laz) prot € (0,9).
Obdobné¢ jako v prvni ¢asti dtikazu odvodime
W)y = 2 gy 4 22000 —a2) ~220.0(0) ~aa)
dxdy t

pro néjaké n(t) € (az,az + t), kde z, je funkce splnujici

m 22(@, B) =0
[e.81—0 ||[a, Bl

Odtud plyne podobné¢ jako v predchozim piipadé

. 5 f
tk%l_,_ wa) = dxdy (@).
Plati tedy
> f > f
dydx @) = dxdy @)

Nechtnynin e Na f:R" - Rai,j €{l,...,n},i < j. Definujme funkci
g: R? > R piedpisem
g(xvy):f(alv'-'aai—lvxsai+ls'-'aaj—lvysaj-f—ls"'san)'

Polozme déle

Y, y) = (@1, @ic1, X, Aig 1y oo Aj—1, Yo A1y - - dn).
Potom
g _af g oS
i (x,y) = o, (y(x,y)), Byox (x,y) = 3, 0%, (y(x,y))
g _of g 0 f
3y (x,y) = o, (y(x,)), Txy (x,y) = Txidx; (y(x,)).

dx’
diferencial v (a;, a;). Odtud plyne tvrzeni. [ |

Zobrazeni y: R? — R" md derivaci v kazdém bodé¢ R?, a tedy % g—i maji totalni

9.3.10. Parcialni derivace nejsou obecné zaménné, jak ukazuje nasledujici priklad.
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9.3.11. Piiklad. Dokazte, e funkce f: R? — R definovand piedpisem

2_.2 . -
Fleoy) = xy;czTiz, jestlize [x, y] # [0, 0],
0, jestlize [x, y] = [0,0].
splnuje
Pf Pf
0,0 0,0).
8x8y( 0 # 8y3x( 0
Reseni. Plati
x2—y2 x2y2 . ™
I oy (532 + ). jestlize [, ] # [0.0],
dx 0, jestlize [x, y] = [0,0].
a
af x (xz_y2 _ 4y ) iestlize [x, y] % [0, 0]
T,y =12 T w@n?) ) Y17 55
dy 0, jestlize [x, y] = [0,0].

Odtud vyplyva, ze f € €'(R?). Dale pro kazda x, y € R plati

0
%(O, y)=-y
X
a
%(x, 0) = x,
dy
takze
92 f
=1
dxdy 0.0
a
02 f
0,0) = —1.
8y8x( )
Odtud plyne tvrzeni. a

9.3.12. Dusledek. Nechtn € N, f je funkce z R” do R, G C R” je oteviena,
f €€*G),aeGai,je{l,....,n}. Potom
92 92
S (@) = S

E)x,- ax]' - ax]' 8xi

(a).

9.3.13. Disledek. Necht k,n € N, f je funkce z R” do R, G C R” je oteviena,
f e G)acG,n:{l,... k} - {1,...,k} je permutace a iy,...,ix € {1,...,n}.
Potom
ok f ok f
(a) =

8x,-k . Bxil Bximk) . 3xim1)

(@).
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Ditkaz. Je-lik = 1, tvrzeni zfejmé plati. Pro k > 1 staci tvrzeni dokazat pro permu-
taci ve formé ,,sousedni transpozice®, nebot kazda permutace je kone¢nou kombi-
naci sousednich transpozic. Necht j € {1,...,k —1}. Polozme

J+1, jestlizel = j,

n(l) = ¢ J, jestlize £ = j +1, profe{l,... k}.
£, jinak,
Oznalme
o/ f
§= ax,-j_l --'3)(7,'] ’
Potom g € €%(G), a tedy podle predchézejiciho diisledku Véty plati
g g g
a) = a) = a).

8x,-j+]8xij( ) dxi; 8Xij+1( ) axin(j+1>axin<j>( .

Odtud plyne tvrzeni. ™

9.3.14. Definice. Necht m,n,k € N. Zobrazeni L: (R*)* — R™ se nazyva k-
linearni, jestlize

i—1 +1»~--7Uk)

ur L. v 0!

jelinearni zobrazeniz R"” do R” pro kazdéi € {1,..., k}, vl vt it ke
R”. Mnozinu véech k-linearnich zobrazeni z (R”)f do R zna¢ime £ (R”, R™).

9.3.15. Poznamka. Nechtm,n,k € N. Pro B € £,(R",R™) plati

n n n n
B(u,v) = B(Zuiei,Zvjej) = ZZuiva(ei,ej).
i=1 ji=1

i=1j=1

Obdobné pro L € £x(R",R™) dostaneme

L(ul,...,uk) = Z Z uil1 ...uka(eil,...,eik). (9.21)

i1=1 ir=1
JeliL € £x(R",R™)ah € R", potom zobrazeni (u?,u3, ..., uk) — L(h,u?,... u¥)
patiido £x—; (R",R™).

9.3.16. Lemma (norma obrazu pfi k-linedrnim zobrazeni). Necht m,n,k € N
a L € £ (R",R™). Potom existuje C € R takové, ze pro kazdé u',.. Luk e R”
plati

1L ... uF)llrm < Cllut e ... ¥R
Diikaz. Polozme

K = max{||L(€il’---’eik)|

Dis.. ik €410}
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Pak dle pro kazda ul, ..., uk e R” plati

n n n n
UL 2 S DT A VACINSRNSD] =9 9 SIS i () Il 7

i1=1 ir=1 i1=1 ir=1
< Kn* |-+ Ju )
Tedy stadi polozit C = Knk. [}

9.3.17. Definice. Necht m,n,k € N a L € £;(R",R™). Pak normou zobrazeni L
rozumime &islo

1Ll g, Ry = sup{”L(ul,...,uk)HRm, lul lre < 1, [Ju¥lgs < 1}.

9.3.18. Poznamka. Necht m,n,k € N. Potom (£ (R",R™), || - ||¢, &7, Rm)) tvori
normovany linearni prostor.

9.3.19. Definice. Necht m,n,k € N,k > 2, f je zobrazeni z R” do R™ aa € R".
Pak derivaci k-tého fadu zobrazeni f v bodé a nazyvame k-linearni zobrazeni L
z (R do R™ splnujici

- If* D@ +h) = f* D@ - Lh,- ... )z, @0 rm) _

li
h—o 7] e

znaéime L = f® (a).

0,

9.3.20. Poznamky. (a) Povsimnéme si, Ze prechazejici definice ma induktivni cha-
rakter, tj. k-ta derivace je definovana na zaklad¢ znalosti definice (k —1)-ni derivace.
(b) Navic je definice korektni, jelikoz pro & € R” plati

F* D@ +n), f V@), Lh,.,...,) € L_1(R",R™),
a tedy
[f&P@+h - & V@~ L@,.,....)|
je dobfe definovany vyraz.

9.3.21. Véta (derivace vyssiho radu a totalni diferencial). Necht n,k € N, f je
zobrazeni z R” do R, a € R" a L € £x(R".R) je k-ta derivace f v a. Potom
maji vSechny parcialni derivace f fadu (k — 1) totalni diferencial v a a pro kazdé
i1,....ik €{1,...,n} plati

ok f

L(e”,e’z, . ,e’k) =
8)(,'1 8x,~2 . 8x,-k

(a).
Diikaz. Budeme postupovat matematickou indukci dle k. Pro k = 1 tvrzeni plyne
z definice.

Predpokladejme, ze k € N, k > 1, a tvrzeni plati pro k — 1. Zvolme iy, ... ik €
{1,...,n}. Pfedpokladejme, ze L € £x(R",R) je k-ta derivace f v a. Nalezneme
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8 > 0 takové, ze vSechny parcialni derivace f fadu (k —1) existuji na B(a, §). Podle
indukéntho predpokladu pro x € B(a,8) a [u?,..., uk] e (R™*=1 plati

- S
FED@e k=3 Y B A
=1 =1 72 Yk

a tedy zobrazeni g: B(a,§) — R definované predpisem

g(x) = fED(x)(e?,... e)

splnuje
ak—lf
xX) = X ro x € B(a, ).
80 = g5 prox € Bla.d)
Oznalme
w = (eiz,...,eik).

Pak pro h € R" \ {o}, ||h|| < §, plati

|/ D@+ hw) - 4 D@ w) - Lk w)]
7l

e @ - r V@ ~ L)

= Al ’

a tedy
lim |fE D@+ hyw) - fED(a)(w) — Lh,w)|
h—o 2] B

Odtud vyplyva, ze

[ lg@+ ) = g@) = L(hw)| _
ho Il

Tudiz proiy € {1,..., n} plati

tell) — ,
lim |£@F €D =8@ i | 2o,
t—0 t
a tedy
ok tell) — ,
S (@) = g 8atret) —gla) Lieh. e, eib),
8x,-18x,~2 - 8x,~k 3 t—>0 t
(]

9.3.22. Poznamky. (a) Z predchozi véty plyne jednoznac¢nost f*(),a tedy zpétné
1 korektnost tohoto znaceni.

(b) Je-li f funkce z R" do R™ aa € R", pak f*(a) existuje pravé tehdy, kdyz
existuji fjk(a) pro kazdé j e {1,..., m}.
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9.3.23. Véta (symetrie derivace). Nechtm,n,k € N, f je zobrazenizR"” doR",a €
R” a £ ® (a) existuje. Potom je £ ® (a) symetrické zobrazent, tj. je-liz: {1,..., k} —
{1,....k} permutace, pak

fP@@', ... u*) = fO@)@™ W, ... u®)
pro kazda TR uk e R™.

Ditkaz. Necht f = (f1,..., fm)aje{l,..., m}. Staci dokazat tvrzeni pro f;.
Diky Veéte sta¢i dokdzat, ze proiy, ..., ir €{1,..., nyapermutaciz: {1,...,
{1,....k} plati

* f;
8x,-k . Bxil

* f
a) = —————
( ) Bximk) “e Bxi”m

(a). (9.22)

Uvedeny vztah sta¢i dokazat pouze pro sousedni transpozice. Necht tedy £ €
{1,....k—1}a

L4+1, s=1¢,
w(s) =< ¢, s=L+1, sefl,..., k}.
S jinak,
Potom funkce
8Z—Ifi
X)= — (x
g( ) axi[71 . 8x,~l ( )
splnuje
aZ—lfj
g(x) = (x)
8x,~n(e_l) . 8xiﬂ(1)

na okoli bodu a. Funkce f ma derivaci (¢ + 1)-niho fadu v a. Z Véty tedy

plyne, ze funkce

X og x), x> og (x)
8xie Xigqq
maji derivaci v a. Podle Véty tedy plati
0%g 0%g
a) = a).
0%y 0xi ) axieaxieﬂ( )

Odtud plyne ). [

9.3.24. Véta (postacujici podminka pro existenci derivace vyssitho fadu). Necht
m,n.k € N, f je zobrazeni z R” do R™, G C R" je otevfena, f € €k(G)aa eG.
Potom f®(a) existuje.

Diikaz. Predpokladejme nejprve, ze m = 1. Pouzijeme matematickou indukei pod-
le k. Pro k = 1 tvrzeni plati diky Vét¢ 14.4.
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Predpokladejme, ze k € N, k > 1, a ze tvrzeni plati pro k — 1. Oznaéme

A =1{l,...,n}*71. Potom A je kone¢na mnozina, oznaéme #A pocet jejich prvki.
Polozme
3k—1f
= o= (i1,...,ig—1) € A.
8 3)(71'] . ax,-k_l pI'O ( ! 'k 1)

Potom pro kazdé a € A je go tiidy €!(G), a tedy g4 méd na G totalni diferencial.
Zvolme ¢ > 0. Diky tomu, ze A je kone¢na, nalezneme § > 0 takové, ze

Vo € AVh R |h]l <8 : |ga(a +h) — ga(@) — g4 (@)(h)| < el

Polozme

9
L', ... kl)_zzﬁ( Yhivk vkl proh e RMa (v),...,vk1) e RMF

Ok—1
acAdi=1

Potom L € £ (R*,R) a
L(hov', ... 05 =3 gl@ vl ok

a€A
Zvolme u',... . u*~' € R" splijici |u/|g, < 1 pro kazdé j € {1.....k — 1}.
Oznaéme w = (u!, u*=1). Potom pro kazdé h € R", |h| < §, plat1 podle

indukéniho predpokladu a Vety -
S @+ w) - f‘k“)(a)(w) = L(h,w)
=Y gala+huy ub = gl@uy, ul = gl @hyuy, ul

acA a€A acA
=" (gala+h) — gu(a) — gh(@) () ul, -k .
acA

Odtud a z definice normy (k — 1)-linearniho zobrazeni vyplyva, ze

L D@+ = fE @) = L. ) gy @rr) < D |8ala + h) = gala) — g (@) ()|
a€A
< (#A)e ||h] .

Tedy

i 17970+ = S @ = Llhs Dl _

h—o It
atudiz L = f®(a).

Necht m € N. Pro kazdé j € {1,...,m} nalezneme podle z jiz dokazané¢ho
zobrazeni L; € £x_1(R", R) splnujici
155 @+ m = 5@ =L e ey

lim
h—o ” h || R”?
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Polozme L = (Ly,...,Ly). Potom L € £;_{(R",R™) a plati

lim If®V@a+h) — fED@)— Lh.-.....) g, @ &™) —0
h—o 1% '
takze L = f®(q). n

9.3.25. Poznamka. Nechtn € N, f je funkce z R” do R, a € R" a f"(a) existuje.
Potom je f”(a) bilinearni zobrazeni reprezentované matici

2f 32 f
H = e
92 92
(@) é(a)

ve smyslu
Yu,v e R":  f"(a)(u,v) = u’ Ho.
Matice H je symetricka.

9.3.26. Definice. Necht f je funkce z R” do R, a € R” a f”(a) existuje. Potom
matici H nazyvame Hessovou matici.

9.3.27. Definice. Necht k,n € N, f je funkce z R” do R, a € R" a f®)(a) exis-
tuje. Potom Taylorovym polynomem k-tého fadu funkce f v bod¢ a rozumime
polynom n proménnych

k
T/ = fl@) + ) %f“)(a)(x —a,....x=a),
j=1""

pricemz vektor (x —a,...,x —a) ma j slozek.

9.3.28. Véta (Lagrangetv tvar zbytku). Nechtn € N, k € N U {0}, f je zobrazeni
zR" do R, G C R" je otevien4 konvexni mnozina, f € €¥*1(G)aa, x € G. Potom
existuje & lezici na tsecce spojujici body a a x takové, ze

fx) =T (x) + mﬂk“)(s)(x —da,...,x—a)

(pricemz vektor (x —a,...,x —a) ma k + 1 slozek).

Diikaz. Diky konvexité a otevienosti G nalezneme interval («, B) splnujici [0, 1] C
(e, B) a takovy, ze

a+t(x—a)eG prokazdér e (a,p).

PoloZzme

p(t)= fla+t(x—a)) prot e (a,p).
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Zobrazeni t = a + t(x — a) je tiidy €*°(R), a tedy podle Véty je ¢ tiidy
€*(a, ). Podle Lagrangeova tvaru zbytku pro funkci jedné proménné (Véta 6.4)
existuje n € (0, 1) takové, ze

0.0 9% ()
o) -TZ (1) = SR
tedy
kM (k+1)
0 e (n)
f(X)__,;O R T (9.23)

Pouzitim fetizkového pravidla dostaneme pro kazdé ¢ € (e, B)

"9
¢'(t) = Z %(a +1(x —a)(xi; —a;) = flla+1t(x —a))(x —a),

il—l

¢"(1) = Z Z a (a +t(x —a))(xi, — ai)) (i, — ai, = f"(a +t(x —a))(x —a,x —a)),

ir=1i;j=1

Prokazdé j e {1,....k + 1} at € («, B) plati

0= 2:53%—4wuu—wu”am (i, —ai))

ij=1 =
= fDa+t(x—a)(x—a,....x —a).

Dosazenim do dostaneme podle definice Taylorova polynomu

_ g fa (k+1)

=T — _ - —a).

fx) =T (x) + 7 1),f (a+nx—-a)(x—a.....x—a)
Poloime § = a + n(x — a). Potom £ lezi na tisecce spojujici body a a x a spliuje
pozadované tvrzeni. n

9.3.29. Véta (Peantv tvar zbytku). Nechtn € N,k € N U {0}, f je zobrazeni z R”
doR,a € R" a f je tiidy ek na jistém okoli a. Potom

i S0 - T/ (x)
m-———— =
x>a |x —alk

Ditkaz. Pro k = 0 tvrzeni trivialné plati. Pfedpokladejme, Ze k > 1. Nalezneme
§ > 0 takové, ze f € €¥(B(a,8)). Zvolme x € B(a,$). Protoze mnozina B(a,$) je
oteviena a konvexnf, mizeme podle Véty P.3.28 nalézt & (x) lezici na tseécee spoju-
jicia a x takové, ze

f(x) = Tf“(x)+ S PE) 0 —a..x—a).
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Potom plati

(f(k)(f;' (x)) — f(k)(a)) (x—a,..., X —a)

Tk
1 n n akf 8kf
= 7 Z Z (m(é(x)) - m(a)) (xi; —aiy) - (xip, — aig).
Tedy
) -1 )

ok f
k! 112:1 lkX:l (33611 (5( ) — m(a)) (xXip — aiy) -+ (xip — ai)
1 n n akf 8kf )
< Ei;...ikgl Fro— (S(x))——axi1 o @] llx —al”.

Odtud vyplyva, ze pro kazdé x € B(a,§) \ {a} plati

f) =T () n o
L————J Ly oyl L ) - ).

||x— Ci=1 =1 Xig « - xik

Vsechny parciélni derivace az do fadu k vcetné jsou spojité v a, a tedy
1 & “ ok f ok f
1 — v - 7 —_ —‘ =0
LY DD TR L R P
i1=1 ir=1

nebot [|E(x) —a| < ||x —a||. Odtud plyne tvrzeni. [

9.3.30. Poznamka. Symbol 0 miizeme zifejmym zpiisobem definovat i pro funkce
vice proménnych. Pak lze tvrzeni predchazejici véty psat ve tvaru

f(x) =T (x) + o(lx —al*), x —a.

9.4. Véty o implicitné zadanych funkcich

Pred formulaci hlavnich vyasledki této ¢asti pfipomenme, ze symbol 3! zna-
mend ,existuje pravé jeden” (vizte Definici [1.1.2] m)

9.4.1. Véta (o implicitné zadané funkci). Nechtn € N,k € NU {oo}, G C R"*! je
oteviena mnozina, F: G — R, X e R”, j € R, [%, J] € G a necht plati:

(a) F € €4(G),

(b) F(x.5) =0,

© E&.7) #0.
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Potom existuje okoli U C R” bodu X a okoli V' C R bodu y tak,ze U xV C G
a pro kazdé x € U existuje pravé jedno y € V svlastnosti F(x, y) = 0. Oznaéime-li
toto y symbolem ¢(x), pak ¢ € €ekU) a

o _ B0t

, kdeief{l,...,n}axeU.
ox; " (x, 0(x))

Ditkaz. Existence 9. Bez Gjmy na obecnosti mizeme predpokladat, ze %—5(2, y) > 0.

Diky spojitosti funkce %—I; v bod¢ [%, 7] nalezneme §; > 0 a £ > 0 takova, Ze

oF
V[x,y] € B(X,81) x [y — &1, + &) : 5(x,y) > 0.

Funkce t = F(X,t) je rostouci na [y — &,y + &]. Mame proto
F(X,7—§)<0 a F&,y+6&)>0.
Diky spojitosti F nalezneme 8, € (0,8;) takové, ze
Vx € B(X,8): F(x,7—§)<0 & F(X 7+&)>0.
Polozme U = B(%,63)aV = (§y — &1, + &1). Zvolme x € U. Funkce ¢t +— F(x,t)
jena [y — &,y + &] rostouci, spojita a splnuje F(x,y — &) <0a F(X,y + &) > 0.
To znamena, Ze existuje pravé jedno y € (y — &1, J + &1) takové, ze F(x,y) = 0.

Spojitost ¢. Zvolme x* € U. Budeme dokazovat, Ze ¢ je spojita v x*. Zvolme
& > 0. PoloZzme

G*=Ux((p(x™) —e.0(x") +e)NV)
a F* = F|g+. Potom je G* oteviena a plati

*

F* e €X(G*), F*(x*,p(x*))=0 a o (x*, o(x*)) > 0.

Podle jiz dokazaného existuji okoli U* C R” bodu x* a okoli V* C R bodu ¢(x*)
takova, ze U* x V* C G* a
VxeU*3AyeV*: F*(x,y)=0.
Odtud plyne
(U™ CV* C(p(x™) —e.0(x") + o).
Tim je dokazana spojitost ¢ v bodé x*.

Plati ¢ € €Y (U). Zvolme i € {1,...,n}ax* € U. Nalezneme § > 0an > 0
takova, ze B(x*,8) C U, p(B(x*,8)) C V a

B(x*,8) x ¢(B(x*,8)) C B([x".¢(x")].n) CG.

Zvolme 1 € (—§,8) \ {0}. K nému nalezneme £(r) € R"*! lezici na tseéce spojujic
body [x*, p(x*)] a [x* + re’, p(x* + te')] takové, Ze

0= F(x* +1e' o(x* +1e") = F(x*, p(x*)) = F'(E () (re’, o(x* + 1) — p(x™)).
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Tedy plati
oF oF .
0= 5(5(1)) f+ 8—(5(1))«0()6* +te') — o(x™)).
i y
Odtud vyplyva, ze
o(x* 4+ tel) — p(x*) _ 5’—;(50))

t ey
Plati lim;—0 £(z) = [x*, ¢(x*)], nebot

1) =[x o < Ir] + Jo(x™ +1e') —p(x™)| - 0, 1 —0.

Tedy
dp I (2", (x%)

o x*) = . 9.24
T ) ©29

3)6,'

Plati p € €¥(U). Pro k = 1 jsme tvrzent jiz dokazali. P¥edpokladejme, Ze plati
pro néjake k—1,kdek € N, k > 2. Zobrazeni x — [x,¢(x)] je tedy tidy ek~1(U).
Funkce 3F . gf , %I; jsou tridy €k-1(G), a tedy podle Véty F ( jsou
také funkce ax e ax tiidy €¥~1(U). Proto je ¢ tiidy €*(U). [

9.4.2. Priklad. Uvazujme mnozinu
={[x,y] e R?*: (x> + y*) —2(x* — y?) = 0}.

Ukazte, ze v jistém okoli bodu [‘/75, %] lze mnozinu M popsat jako graf néjaké
funkce ¢ proménné x. Spoctéte téz @’(‘/75).
Reseni. Polozme ve Vété
. ﬂ 1
Fle,y) = (2 +y") =262 =y%) a [£5] =[5 5]
Pak
@) Fe CW(RZ),
(i1) F( 2 ,2 =0,
(i) (2. 1) = (2 T2 A =4 A0

Tedy dle Véty P.4.1] existuje na n&jakém okoli bodu % funkce ¢ tridy C, ktera
splnuje F(x,¢(x)) = 0. Dale plati
e E (L2,
) (T) = #
(
3

_ ( (2(x +5%)2y + 4y)) |
- U [

=0.
2(x2 4+ y2)2x —4x

%

2,41
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9.4.3. Véta (o implicitné zadanych funkcich). Necht m,n € N, k € N U {oo},
G C R™™ je oteviend mnozina, F: G — R™, X € R", j € R™, [X, J] € G a necht
plati:

(a) F € €4(G),

(b) F(E.5) =o,

©
HrET) . GG Iy
Yus) .. Mwcd)|
dyp V7 Tt dym VT

Potom existuje okoli U C R” bodu X a okoli V' C R” bodu j tak,ze U xV C G
a pro kazdé x € U existuje pravé jedno y € V svlastnosti F(x, y) = 0. Oznacime-li
toto y symbolem ¢(x), pak ¢ € ek ).

Diikaz. Pouzijeme matematickou indukci podle m. Je-lim = 1, plati tvrzeni podle

Véty p.4.1.
Predpokladejme, ze tvrzeni plati pro néjaké m € N. Dokazme ho pro m + 1.
Necht F a [%, §] splnuji predpokladech véty, kde m je nahrazeno (m + 1). Matice
JoF JIF

OFL (%, 7) 20 (3. 5)
AF = : :
Ftl j~ ~ Fpat rn ~
ML) L L)

je regularni dle predpokladu.

Ukazeme, ze bez 4jmy na obecnosti mtizeme predpokladat Ar = I, kde I
oznacuje jednotkovou matici typu M((m + 1) x (m + 1)). Uvazujme zobrazeni
L: R™! — R™*! definované piedpisem L(y) = (AFr)~'y. Toto zobrazeni je li-
nearni bijekce R™*! na R™*! a je tiidy € na R”*!. Déle uvazujme zobrazen{
T: G — R™! definované piedpisem T = L o F. Zobrazeni T m4 nésledujici
vlastnosti:

o T c€X(G),

e Vix,y]eG: T(x,y)=0<% F(x,y) =o,

o Ar ZAEIOALF =1.
Prvni dv¢ vlastnosti jsou zfejmé splnény. Ovérme treti vlastnost. Zobrazeni y
F (X, y) maderivacivbod¢ y reprezentovanou matici A g. Zobrazeniy — T'(X,y) =
Lo F(X,y) ma podle véty o derivaci slozeného zobrazeni (Véta 14.10) v bod¢ j de-
rivaci reprezentovanou matici (Ap) ' A = I. ProtoZe

dF,
Fp1(£,5) =0 a a”’+1(x,y~)=1aéo,
Ym+1

existuje dle Véty okoli U* C R**™ bodu [%, y1, ..., ym] a okoli V* C R bodu

Vm+1 takové, Ze

V[x,yl,...,ym] (S U* E”ym+1 (S V* : Fm+1(x,y1,...,ym,ym+1) =0.
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Oznaéme tento bod symbolem ¥/ (x, y1, . .., ym). Pak{ € €¥(U*). Definujme H: U* —
R™ predpisem

Hi(x,y1,....,ym) = Fi(x, 1, .. .. Vv, (X, Y1, ..., ym)), 1§ €{1,...,m}.
Pak H € €%(U*) podle Véty aplati H(X, 71,. .., jm) = o. Dale plati

oH; _ . . oF; _ . - oF; _ L0y N
l(x’yl""’le):_l(-x9y1""’yWZ)+ - (X»YL--~»J’m)_l/f(x,Y1~~-7Ym)
dyj ayj 0Ym+1 dy;j
17 l:]9 . .
= i,j €{l,...,m},
0. igj }
nebot
oF;

8 ()’E’_)’.}l?"'v)’;m)zoy lE{l,,m}
Ym+1

Muzeme tedy aplikovat indukéni predpoklad na H v bodé [%, y1, ..., Jm]. Nalez-
neme okoli S C R” bodu ¥ aokoli T € R™ bodu [j1,..., Jm] takovd, ze SXT Cc U*
a

VxeSAMNyt,....yml€T: HX,y1,....Ym) =0
Oznaéme ¢;(x) = y;, i € {1,...,m}, a opy1(x) = ¥ (x,01(x),...,¢m(x)). Potom
© =(@1.- .. Pm+1) je tiidy €% nasa pro kazdé x € § plati

Fi(x’ (p(X)) = Fi (X, wl(x), oo v@m(x)’ ¢m+1(x))
= Fi(x,01(x),....om(x). ¥ (x, 01(x), ..., gm (X))

_ Hi(x,01(x),...,om(x)) =0, i€f{l,....,m},
0, i=m+ 1.

Nalezneme okoli V.C T x V* C R™*! bodu 7 a okoli U C ¢~ (V) C R” bodu
X. Jestlize [x,y] € U x V spliuje F(x,y) = o,pakx € Say € T x V*, a tedy
[, V1,....ym] € S x T C U*. Potom yp+1 = ¥ (X, ¥1,...,Ym), nebot ypm4+1 € V*.
Dile y; = ¢i(x),i €{l,...,m}, takze ypmi1 = @m+1(x). Odtud plyne tvrzeni. [ |

9.4.4 (vzorec pro vypocet parcilnich derivaci). I v pfipadé véty o implicitnich
funkcich je mozné odvodit analogii vzorce , tj. explicitni vzorec pro hodnotu
parcialnich derivaci vypoctenych funkci. Necht n,m, p,G, X,y a F jsou jako ve
znéni Véty , podle které existuje okoli U bodu X a okoli V' bodu j takova, ze
plati

VxeU3Aly eV: F(x,y) =o.

Oznac¢me toto y jako ¢(x). Pak vime, ze plati ¢ € C?(U). Ukazeme, jak lze vy-
pocitat parcialni derivace slozek funkce ¢. Zvolme i € {1,...,n} (¢islo proménné
podle které budeme derivovat). Potom pro kazdé j € {1,...,m} ma parcialni de-
rivace funkce x — Fj(x, ¢(x)) podle proménné x; tvar

OF; = OF; O
T e + Z‘: m(x""(x”a_x,-(x)
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pro kazdé x € U. Protoze plati Fj(x,¢(x)) = 0 pro kazdé x € U, musi byt pravé
uvedena derivace rovna nule. Za x dosadime X, potom ¢(X) =  a dostavame tedy

soustavu m rovnic

-—u(»+2

kde neznamymi jsou hodnoty %%(fc), k=1,...,

jako

J(~

Aoy

())—( ) =0,

oF,

m. Soustavu mtizeme prepsat tedy

" OF, _ 3
oy B PENFE @) =~ (F(@)

];ayk Xi

2 OF, OF, 5
oy BN FE®) = 5= (F (@)

];ayk Xi

= 9F,

}j;—wwu»—w)————uww»

k=1

Hodnotu %%’:(i) muzeme vypocitat pomoci Cramerova pravidla takto

9k (7 =

0x;

Matice ve vySe uvedeném vzorci se lisi pouze ve vyznaceném k-tém sloupci.

FL(E, 9(%))
52 (%, ¢(%))

o (%, (%))

~ 3L (E 0(%)
—%@w@)

amuam

(7, (%))

%wmm

3Muﬂm

ﬁ@wm
mumm

%uwm

9.4.5. Priklad. Jsou dany vztahy

Dokazte, ze vztahy definuji na okoli bodu [1, 1,0, 7] funkce [x, y] = u(x, y), [x, y] =

exp(u/x)cos(v/y) =

exp(u/x)sin(v/y) =

@uww

M@wm

amuwm

s#&%

(o)
Mwwm

%uwm

v(x, y) tfidy C*. Spoctéte parcialni derivace u a v v bodé [1, 1].
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Reseni. Definujme F: R2+? — R2? jako F = (Fy, F»), kde

Fi(x,y,u,v) = exp(u/x) cos(v/y) — %
Fz(xf y,u, U) = CXP(”/X) Sin(v/y) — %

Pak F je ttidy C* na (0,00) x (0,00) x R x R a F(1,1,0, %) = [0,0]. Dale mame

33% 9Fy . Lexp(u/x)sin(v/y) %exp(u/x) cos(v/y)
1 1
B (lJlE )’
+= %

¥i1,1,0,2) B 1,02
BFz(l’ 1’07 7'[) BFz(l 1 07 7'[)

(83% aa%) — (% exp(u/x) cos(v/y) —% exp(u/x) cos(v/y))
[x,y,u,v]=[1,1,0,%] [x,y,u,v]=[1,1,0,%]

RE

a tedy

1#0.

Diky Véte tedy existuji na néjakém okoli U bodu [1, 1]) funkce u,v: U — R
tiidy C* splnujici

Fi(x,y,u(x,y),v(x,y)) = Fa(x, y,u(x, y),v(x,y)) = 0.
Derivovanim téchto vztaht podle x dostavame

8u_ _

exp(u/x)ax—u cos(v/y) + exp(u/x)(— sm(v/y)——) - E =0,

g—z ‘X —u 1 dv
exp(u/x)T sin(v/y) + exp(u/x) cos(v/y);a) =0.

Dosazenim x =y = 1, u(1,1) = 0av(l, 1) =  dostaneme soustavu

ou 1 1 dv 1

5(1’1)5_73_(1’1) =5

a”(11 ! Lvan=o,
f V2 0x

jejimz fesenim je

ou 1 dv 1
—(1,) ==, —(1,1)=—-.
(L) =5, ()=

Vypocet parcialnich derivaci 3” (1,1) a g” (1, 1) by prob¢hl obdobné. *
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9.5. Lokalni extrémy funkce vice proménnych

9.5.1. Definice. Necht (P, 0) je metricky prostor, M C P,a € M a f je funkce
z P do R splnujici M C D(f). Rekneme, Ze f nabyva v bod¢ a svého maxima
(minima) na M, jestlize plati
VxeM: f(x) = fla) (f(x)= f(a)).
Rekneme, ze f nabyva v bod¢ a svého lokalniho maxima (lokalniho minima) na
M, jestlize existuje takové § > 0, Ze
Vx e B(a.d)NM: f(x)= fla) (f(x)= f(a)).
Rekneme, Ze f nabyva v bodé¢ a svého ostrého lokalniho maxima (ostrého lokal-
niho minima) na M, jestlize existuje takové § > 0, Ze
Vx e (B §)NM)\{a}: f(x) < fla) (f(x)> f(a)).

9.5.2. Poznamka. Nechtn € N, G C R” je oteviend,a € G, h e R”, f: G - R
a f € €%(G). Nalezneme § > 0 spliiujicia +th € G pro |t| < § a definujeme funkci
g: (=8,8) — R predpisem g(t) = f(a + th). Potom g’(0) = f'(a)(h) a g"(0) =
S (@) (h, h).

9.5.3. Véta (nutna podminka existence lokalniho extrému). Nechtn € N, G C R”
je oteviend,a € G ai € {l,..., n}. Necht funkce f: G — R ma v bodé a lokaln{
extrém. Potom bud g—){i(a) neexistuje nebo g—){i(a) =0.

Dikaz. Polozme g(1) = f(a + te/). Pak ma g v bodé 0 lokéln{ extrém, a tedy g’(0)
bud neexistuje nebo je rovna 0. Odtud plyne tvrzeni. [

9.5.4. Véta (clipticita positivné definitini kvadratické formy). Nechtn € Na Q: R”
R je positivné definitni kvadratickd forma. Potom

Je>0Vh eR": Q(h) > ¢|h|>.
Diikaz. Jest

n n
Q(h) =Y aijhihj. heR",
i=1j=1

provhodnaa;; € R,i,j € {l,...,n},atedy je zobrazeni Q spojité naR”. Oznacme

S ={heR" |h| =1}
a

e = 1inf{Q(h); h € S}.
Mnozina S je omezena a uzavfena, a tedy je podle Véty kompaktni. Podle
Véty B.6.15 tedy existuje hg € S takové, ze Q(ho) = arepsilon. Odtud a z positivni
definitnosti Q vyplyva, ze ¢ > 0. Tvrzeni véty zfejmé plati pro h = 0. Zvolme
h € R™" \ {0}. Potom

h h
h) = h— | = |l (—) hl?.
Q(h) Q(II ”||h||) IBIZ0 i ) = €l
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9.5.5. Véta (podminky druhého radu pro existenci lokalniho extrému). Nechtn e
N, G C R” je oteviend, f € €*(G),a € G a V f(a) = 0. Potom plati:

(a) je-li kvadraticka forma h +— f”(a)(h, h) positivné definitni, pak funkce f
nabyva v bodé a svého ostrého lokalniho minima;

(b) je-li kvadraticka forma i +— f”(a)(h, h) negativné definitni, pak funkce f
nabyva v bodé a svého ostrého lokalniho maxima;

(¢) je-li kvadraticka forma h +— f”(a)(h, h) indefinitni, pak funkce f nenabyva

v bodé a lokalniho extrému.
Diikaz. (a) Predpokladejme, ze h — f"(a)(h,h) je positivné definitni. Podle Vé-
ty nalezneme ¢ > 0 takové, Ze
Yh e R": f"(a)(h.h) > ¢ ||h|*.
Ozna¢me p
fx) =T (x)
Ix —al?

Podle Véty plati lim,_,, w(x) = 0. Nalezneme § > 0 takové, ze

w(x) = , x€G\{a}

Vx € P(a,8): w(x) > —2.
Potom pro kazdé x € P(a.8) plati
F0) ~ fl@) ~ f@)x—a) = 3 f/ @ —ax @) = f() ~ fla) ~ 3 f@)x ~a
>~ lx—al’.
Odtud vyplyva, ze pro kazdé x € P(a.8) plati
@)~ f@ > 3 f" @ —a,x~a) = e |x —al = gelx—al? > 0.

Tedy f nabyva v bodé a svého ostrého lokalntho minima.
Obdobné lze dokdzat tvrzeni (b).
(c) Diky tomu, ze kvadraticka forma & + f”(a)(h, h) je indefinitni, nalezneme
hl, h? € R” takova, ze
@) kY >0 a  f"(a)(h* h?) <0.
Nalezneme § > 0 takové, ze pro kazdé ¢ € (=8,8) platia + th' € Gaa + th? € G.
Prot € (=8, 8) polozme g1(t) = f(a + th') a g2(t) = f(a + th?). Potom

g1(0) = f(a)(h") =0, g{(0) = f"(a)(h',h") > 0.
Tedy g1 ma v 0 ostré lokalni minimum. Obdobné lze dokazat, ze g, ma v 0 ostré

lokalni maximum. Odtud plyne, ze f nema v a lokalni extrém. ]

9.5.6. Poznamka. Je-li kvadratickd forma i +— f”(a)(h, h) semidefinitni, pak pou-
ze na zaklad¢ této informace nelze rozhodnout, zda ma f v a extrém, pripadné

jakého typu, jak ilustruji priklady f(x, y) = £x* £+ y*.

X —a)
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9.5.7. Priklad. Naleznéte lokalni extrémy funkce f: R2 — R, jestlize
fy)=x*+y*—x* —2xy —y —y*.

Reseni. Z rovnic

0

0= —f(x,y) =4x3 —2x -2y
dx
a

0= —f(x,y) =4y3 —2x -2y
dy

dostavame, ze x = y. Tedy mame rovnici
4x3 —4x = 0.

Body splnujici nutnou podminku extrému jsou tedy [—1,—1], [0, 0], [1, 1]. Protoze

3?f 2 f ) 3 f 2
axdy (x,y) ) x 252 (x.y) yo=2,

mame

= (1 9) o= (5 D) ra-n=(1 9).

Vzhledem k tomu, zZe v bodech [1, 1] a [-1, —1] je druha derivace f pozitivné de-
finitni, ma v téchto bodech f lokalni minimum. V bodé [0, 0] Ize pomoci vektort
(1,1) a (1, —1) odvodit indefinitnost f”(0,0). Tedy f nema extrém v [0, 0]. *

9.5.8. Véta (Lagrangeova véta o multiplikatorech). Necht m,n e R,m <n, G C
R” je oteviena, f,g1.....8m: G =R, f,g1,...,8m € €l(G),

M={z€G; g1(z) =0,...,gm(z) =0}
a bod Z je bodem lokélniho extrému funkce f vzhledem k mnoziné M. Potom je
splnéna alespon jedna z nasledujicich podminek:
(a) vektory Vg1 (2), ..., Vgm(Z) jsou linearné zavislé;
(b) existuji realna ¢isla Ay, ..., A, splnujici
V@) +AVg1 @)+ +AmVegm(2) = o.

Diikaz. Predpokladejme, Ze vyrok (a) neplati. Ozna¢me s = n—mag = (g1, ..., 8&m)-
Pisme R” = R® x R™, pricemz proménné prostoru R* znac¢ime x a proménné pro-
storu R” znac¢ime y. Bez Gjmy na obecnosti lze predpokladat, ze

g1 = g1 o=
TR CONNERRI el €9)
z L[ #0,
Fe@ o e
a tedy dle Véty existuji okoli U C R® bodu X = [Z1,...,Zs] aokoli V C R™
bodu j = [Zs41,...,Zx] takova, Ze pro kazdé x € U existuje pravé jedno y € V

(ozna¢me jej ¢(x)) splnujici
g(x, 9(x)) = o.
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Definujme funkci ¢: U — R predpisem

Y (x) = f(x.0(x)).

Protoze ¢ € C'(U), platiyy € C'(U). Funkce ¥ ma v bod¢ ¥ zfejmé lokaln{ extrém.
Podle Véty tedy plati Vi (¥) = 0. Zvolme j € {1,..., s}. Potom

0y oA L e
0=—"(@() = — —_— ) .25
i = (z)+; 7y O, @ (9.25)
Funkce x = g(x, ¢(x)) je konstantni na U, a tedy
0 9 0¢i .
By + 5 B zy=0, le{l,....m), jefl,... sh (9.26)
axj =1 8y,- 3Xj
Ozna¢me
. 8g01 ~ a(pm ~ .
7 =(0,... 1 ,0,..., ,—((X),...,— R”, I,...,s},
W =00 L0 0GR, @) € R ()

H = Lin[u!,... u%].
Ztejmé plati dim H = s. Tedy dim H+ = m. Podle (9.26) mdme
Vgi(Z)e HY, 1e{l,..., m},

takze vektory Vg (2), . .., Vgm(Z) tvori bazi HL. Z vyplyva, ze V. f(3) € H*.
Odtud plyne, ze V f(Z) je linearni kombinaci vektortt Vgi(2),...,Vgn(2), takze
plati vyrok (b). ]

9.6. Regularni zobrazeni

9.6.1. Definice. Nechtn € N, G C R" a f je zobrazeni z R” do R”. Rekneme, e
f je difeomorfismus na G, jestlize je prosté na G, f(G) je oteviena mnozina v R”,

fe€l(G)a f €€(f(G)).

9.6.2. Véta (o lokalnim difeomorfismu). Nechtn € N,a € R"” a f je zobrazeni
z R" do R”, které je tiidy €' na jistém okoli V bodu a. Jestlize Jy(a) # 0, pak
existuje okoli U C R” bodu a takové, ze f|y je difeomorfismus na U.

Diikaz. Polozme G = R" xV,b = f(a) a definujme funkci F: G — R" predpisem

F(y,x) = f(x)—y.
Potom F € €(G), F(h,a) =o0a

Bay ... Bpo| @ ... @
s L= L | #0
Faba) ... FEroa)| |P@ ... @



258 9. FUNKCE VICE PROMENNYCH

Podle Véty existuji okoli Uy C V bodu a a okoli W C R” bodu b takova,
ze pro kazdé y € W existuje pravé jedno x € U; (ozna¢me x = ¢(y)) takové, ze
F(y.x) =o.Navicplatigp € €1(W) a

0=F(y.oy) = fley)—y. yeW
Tedy
flp(y)) =y prokazdéyeW.
Zobrazeni f je tudiz prosté na mnoziné Uy N f~1(W). Polozme U = U; N f~1(W).
Pak U je oteviend mnozina,a € U C V a (f|y)~! = ¢ € €L (W). [ |

9.6.3. Definice. Necht n € N, a G C R” je oteviena mnozina. Rekneme, Ze
f: G — R" je regularni, jestlize / € €1(G) a pro kazdé a € G plati Js(a) # 0.
9.6.4. Véta (vztah difeomorfismu a regularniho zobrazeni). Nechtn e N, G C R”
je oteviena mnozina a f: G — R”. Pak f je difeomorfismus na G pravé tehdy,
kdyz je regularni a prosté.

Ditkaz. =  Predpokladejme, ze f je na G difeomorfismus. Potom f je zfejmé
prosté a tifidy €' na G. Pro a € G plati

Id(@) =1Id'(@) = (f o /) (@) = (f ) (f(@) o f(@),

a proto je f’(a) regularni v kazdém bodé¢ a € G. Tedy je jacobian f’(a) nenulovy
v kazdém bodéa € G.

< Nyni predpokladejme, Ze f regularni a prosté na G. Potom f € €1(G).
Zvolme y € f(G). K nému nalezneme x € G splnujici f(x) = y. Podle Véty
existuje oteviend mnozina U C G obsahujici x takova, ze f|y je difeomorfismus.
Tedy f(U) jeotevienaay € f(U) C f(G). Tudizje f(G) oteviend. Navicje f~! €
€!(f(U)). Protoze y bylo zvoleno libovolnég, plyne odtud, ze /! € €1(f(G)). m

9.7. Teoretické priklady

9.7.1. Priklad. Uvazujte funkce

20 el #10.0]
— X<+
f“"”—%, T =100

2 eyl #10.0]
g(x,y):%x‘wyz’ %yl 7 155,
0, [x,y] =[0,0],
a
&
ey x4y,
h(x,y) = ei)%2+y2
0, x =0.

Dokazte nasledujici tvrzeni.
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(a) Funkce f je spojita v pocatku vzhledem k ose x i y, ale neni v pocatku
spojita.

(b) Funkce g je spojita v pocatku vzhledem ke kazdé piimce poc¢atkem pro-
chazejici, ale neni v pocatku spojita.

(c) Funkce A je spojita v poc¢atku vzhledem ke kazdé kiivce tvaru y = ¢ 1x|%,
c € R, d €(0,00), ale & neni spojita v pocatku.

(d) Funkce f, g, 1h maji v pocatku ob¢ parcialni derivace.

Reésend. (a) Polozme
p(x) = f(x,0), xeR,
tj. ¢(x) = 0 pro x € R. Zjevné existuje lim,_¢ ¢(x) a rovna se 0. Obdobné¢ odvo-
dime, Ze limy, ¢ f(0, y) = 0. Blizime-li se vsak k pocatku po ptimce y = x,
. . x2 1
N = e Ty
Limita lim, ,)—(0,0) f(x, y) tedy neexistuje.
(b) Zjevné plati, ze

lim g(0,y) = 0 = lim g(x,0).
y—0 x—0

Pro ptimku tvaru y = cx, ¢ € R\ {0}, plati

2.3 2

. . c*x ) c*x
lim g(x,cx) = lim ——— = lim —— =
x—0 x>0 x4 +c2x2 x>0 x2 + (2
Ale

x* 1

. 2N _1: -
fimy ) = i % = 5

Limita lim(_,)—(0,0) &(x, y) tedy neexistuje.
(¢) Ztejmé mame lim,_,0/(0,y) = 0 = limy_0/(x,0). Necht ¢ € R\ {0}
ad € (0,00). Pak pro kiivku y = ¢ |x|¢ dle P¥{kladu ?? plati

1
-5 4
. . ce 2 |x
lim h(x,c|x|%) = lim _ce 2
x—0 x—0 e x4 2 |x|2d

_ 1 —d
. ce x2 |x|
= lim = 0.

2 _
X—)Oe 2 |x| 2d+62

_L
Funkce / v8ak neni spojita v pocatku, nebot vzhledem ke kiivee y = e« plati

1
I -y _ i
fim 0,75 = Jimy
Limita lim, ,)—(0,0) 2(x, ) tedy neexistuje.
(d) Tvrzeni je zfejmé z faktu, Ze vSechny tfi funkce jsou nulové na osach x
ay. Iy
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9.7.2. Pfiklad. Necht [a,b] € R? a f je redlna funkce definovana R? \ [a, b] majici
vlastni limitu v [a, b]. Necht pro kazdé x € R existuje limy_,; f(x,y) a pro kazdé
y € R existuje limy_,4 f(x,y). Pak
lim  f(x,y) = lim lim f(x,y) = lim lim f(x, y).
[x,y]—[a,b] X—>ay—b y—bx—a

Reésend. Oznaéme pro x € R funkci px(y) = f(x,y),y € R\ {b},aproy € R
necht ¥, (x) = f(x,y), x € R\ {a}. Dle predpokladu existuji pro x, y € R limity
limy, 5 ¢x () a limy—4 ¥y (x). Oznaéme je symboly ¢, (b) a ¥y, (a).

Necht L = limy,y)—(a,p) f(x.y) a € € (0,00) je dano. Najdeme r € (0, c0) ta-
kové, ze | f(x,y) —L| < € pro (x,y) € B((a,b),r) \ {(a,b)}. Vezméme § € (0, 0)
takové, ze (@ —8,a+8) x (b—8,b+8) C B((a,b),r). Necht x € P%(a) je pevné. Na-
lezneme r, € (0, 00) takové, ze B((x,b),rx) C B((a,b),r). Pak pro y € R splnujici
(x,y) € B((x,b),ry) plati | f(x,y) — L| < &. Tedy pro hodnotu ¢, (b) mame odhad

L—g<px(b)<L+e
Tedy pro x € P%(a) plati

lpx (D) — L| < &,
tj.
L = lim ¢y (b) = lim lim f(x, y).
x—a X—>ay—b
Obdobné¢ odvodime, ze L = lim,_,p limy_4 f(x, y). a

9.7.3. Priklad. Uvazujte funkce

Fley) = xsin(%) + ysin(3), xy #0,
0, xy =0,
o= s 50,
0, x =0,

xy
h(va)z §x2+y27 y;éo’
0 ,y=0.

Dokazte nasledujici tvrzeni.
(a) Limitalimy,y)(0,0) f(x.y) = Oexistuje, ale limity limy ¢ lim, ¢ f(x, y)
alim, 0 limy_o f(x,y) neexistuji.
(b) Limitalimy_,olim, ¢ g(x,y) = Oexistuje, ale limity limy, ¢ lim,_ g(x, y)
a lim(y ;) (0,0) g(x, y) neexistuji.
(¢) Limitalimy .o limy_q A(x, y) = Oexistuje, ale limity lim ¢ lim, ¢ A (x, y)
a lim(y )—(0,0) 7 (x, y) neexistuji.

Resend. (a) Jelikoz
|Gl < Ixl+ [yl (x.y) € R,

mame limy ) (0,0) f(x,y) = 0. Na druhou stranu vsak pro x, y nenulové limity
limy, o f(x,y) alimy_o f(x,y) neexistuji.
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(b) Mame
lim g(x,0) = 0 = lim g(0, y).
x—0 y—0

Na druhou stranu vsak plati
2

1 1
lim g(x,x) = lim + xsin(—) = —.
x—0 X 2

x—0 x2 =+ x2

Limita lim(y y)—(0,0) &(x, y) proto neexistuje.
Pro kazdé x € R\ {0} vsak existuje limita

. . Xy 1
1 ,y) = lim ——— + —-)=0.
ym})g(x y) ym}) e y sm(x)

Tedy limy ¢ limy 9 g(x, y) = 0.
Ztejmé vsak pro zadné y € R \ {0} neexistuje limy_o g(x, y).
(c) Diikaz tvrzeni je analogicky diikazu tvrzeni (b). -

9.7.4. Priklad. Uvazujte funkce

2 x24+y2#£0
x.y) = ¥+ ’

fx,y) {0, x =y =0,
(. y) = v+ xsin(%), y #0,
' 0, y =0,

a
x +ysin(d), x #0,
hix,y) = x

=0, x=0.

Dokazte nasledujici tvrzeni.
(a) Limitalimy, y)—(0,0) f(X.y) = Oneexistuje, ale limity lim, o lim, ¢ f(x, )
alim,_olimy_ f(x,y) existuji a rovnaji se.
(b) Limitalimy_,olim,_¢ g(x,y) = 0neexistuje, ale limity lim, ¢ lim, o g(x, y)
a lim(y ;) (0,0) g(x. ) existuji a rovnaji se.
(¢) Limitalimy_,o limy_¢ A(x, y) = Oneexistuje, ale limity lim, o lim, ¢ 2(x, y)
a lim(y y)—(0,0) 71 (x, y) existuji a rovnaji se.

Resent. (a) Tvrzenf plyne z Piikladu .7.1(a).
Tvrzeni (b) a (c) se dokazi obdobné jako v Prikladu . *

9.7.5. Priklad. Uvazujte funkce

x2-y? 2 2
f()my):{m’ ¥R A0,

0, x=y=0,
(. y) = I, xy#0,
g Y= 0, xy=0.

Dokazte nasledujici tvrzeni.
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(a) Limitylimy_,olim,_o f(x, y)alim,_¢limy_¢ f(x,y) existuji a nerovnaji
se. Navic neexistuje limy y)—(0,0) f(x, »).

(b) Limity limy_olimy 0 g(x,y) a limy_olimy0 g(x, y) existuji a rovnaji
se, ale lim(y, y)—(0,0) (. ) neexistuje.

Reseni. (a) Mame

X2 y2 X2
o iy S = Jim i mryr =l =
a
2_ .2
lim llm f(x,y) = lim lim * =V _ lim y =—1.

y—0x— y—>0x—0 x2 + y2  y—>0 y2

Limita lim(y y)—(0,0) f(x, y) neexistuje dle Piikladu .
(b) Ztejmé plati

lim lim g(x, y) = hm I=1= hm 1 = lim lim g(x, y),

x—>0y—0 —0 y—0x—0
ale
lim g(x,0) = lim 0 = 0.
x—0 x—0

Limita lim y)—(0,0) (X, ) tedy neexistuje dle Heineovy véty pro metrické prosto-
ry (Véta a Prikladu @ -

9.7.6. Priklad. Uvazujte funkci
2 2
xySis, x*+y2#£0,
X, = x“+y
VAC)) {0’ r=y =0,

Ukazte, Ze f existuy 7 (0,0) = Byax 7 (0,0), ale nerovnaji se.

3x3y

Resent. Zrejme I S 0,0) = & 5(0,0) =0. Spoctéme dale pro body (x, y) mimo poca-
tek derivace

3f( ) 4xy? N x2 —y?
—(x,y)=x
ox Y y(x2+y2)2 yx2+y2’
of _ —4xy? x2 —y?
g(x,y) BTN +xx2+y2'
Tedy
o/ . of of x
oxy (0.0) = lim — ( (x,0) 3y (0,0)) lim = =1,
2 —
o=l (Fon-FLoon)-1m = -1
dyox y—0 ox y—>0 y

9.7.7. Priklad. Uvazujte funkci
fx.y) = —x>)(y—3x%). (x.y) €R%
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Ukazte, Ze f je ma ostré lokalni minimum v pocatku vzhledem ke kazdé primce
prochazejici poc¢atkem, ale nema v pocatku lokalni minimum.

Resent. Pro ptimku x = 0 plati f(0,y) = y?, coz je funkce majici v pocatku os-
tré minimum. Pro pffmku y = 0 plati f(x,0) = 3x*, coZ je opét funkce majici
v pocatku ostré minimum. Je-li pfimka y = cx pro ¢ € R \ {0} dana, plati
g(x) = f(x,cx) = (cx —x?)(ex — x3) = c®x? —dex® + 3x4,

Protoze g'(0) = 0a g”(0) = 2¢? > 0, ma funkce g v pocatku ostré lokaln{ minimum.

Funkce f viak nemd v po¢itku lokaln{ minimum, nebot pro kiivku y = 2x?
plati

g(x) = f(x.2x%) = —x?,

tj. g ma v pocatku ostré maximum. *

9.7.8. parcialni diferencial

9.8. Pocetni priklady k funkcim vice proménnych

9.8.1. Priklad. U nasledujicich mnozin A C R urcete vnitfek, uzavér a hranici:

A =N, A=%l;n€N}.
n
Reseni. (2) Pokud A = N, pak IntA = @. Zjevné totiz dle Véty vidime,
ze zadny interval v R neni obsazen v A. Dale si uvédomime, ze A je uzaviena.
Vezmeme totiz libovolnou posloupnost {x,} bodt v 4 konvergujici k néjakému
x € R. Jelikoz je {x,} cauchyovska a vzdalenost libovolnych dvou riznych prvki
A je alespon 1, musi byt {x,} od jist¢ho indexu konstantni. Tedy zfejmé x € A. To
podle definice znamena, ze A je uzaviena. Koneéné 04 = A, nebot

0ACIAUA=A=A

a obracena inkluze A C 94 plyne z faktu Int 4 = @.

(b) Necht 4 = {% n € N}. Stejné jako vy$e odvodime z Véty 1.6.39,7cInt A =
0. Dale plati 04 = {0} U A. Vskutku, posloupnost {}1} konverguje k 0 a je obsazena
vAaO¢ A, aproto0 € 04. Na druhou stranu mame z faktu Int A = @, ze A C 9A.
Proto {0} U A C 04. Pro diitkaz druhé inkluze uvazujme bod x ¢ {0} U A. Pokud
x < 0, pak interval B(x, m) neprotina A, a tedy x ¢ dA. Pokud x > 0, vezmeme
no € Nad > 0splnujici % < x—8 < x. Pakinterval (x—§, x+6) protina A v kone¢né
mnoziné, a tedy existuje 1 € (0,8) takové, ze (x —n,x + 1) N A = @. Proto x ¢ 9A.
Tim je druha inkluze ukazdna. Uzavér 4 je tedy roven A = AUJA = {0} U 4. &

9.8.2. Priklad. U nésledujicich mnoZin A C R? uréete vnitfek, uzvér a hranici:
A={x.y]eR* x>0,y <0}, A={x.y]eR* x>+’ >17},
A= {[x.y] e R?%; x? + y? 4 2xy =5}.
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Reseni. (a) V prvnim pripad¢ plati
IntA = {[x,y] eR?* x>0,y <0}.

Vskutku, oznaéme G = {[x,y] € R%; x > 0,y < 0}. Pak pro kanonické projekce
7y, Ty R? > R plati
G = 7' ((0.00) Ny ((=00.,0)),

a tedy je diky Prikladu a Véee mnozina G oteviena. Jelikoz G C A4, dle
Véty B.3.13 plyne Int 4 O G.

Pro dtikaz obracené inkluze uvazujme a = [x,y] € IntA\ G C A4\ G. Pak
x > 0ay = 0. Posloupnost bodu {[x, %]} pak nelezi v 4 a konverguje k a, tedy
a ¢ Int A, coz je spor. Proto Int 4 = G.

Déile mame

Z:{[x,y]e[Rz; xiO,yEO}.

Vskutku, ozna¢me F = {[x, y] € R?; x > 0,y < 0}. Pak jako vy§ odvodime, ze F
je uzaviena, a jelikoZ obsahuje A, plati 4 C F (vizte Vétu B.3.2§(g)). Necht nyni
a € F jedano. Pak body [x + ,ll, y— %], n € N, lezi v A konverguji k a. Tedy a € A.

Koneéné uréime 94. Pokud a = [x, y] € 94, paka € A\ Int A = F \ G, a tedy
x >0,y <0aalesporn jedno z ¢isel x, y je nulové. Obracené, necht a = [x, y], kde
x>0,y <0axy =0. Necht napifklad x = 0. Pak body [L,y — 1], n € N, lez{ v A
konverguji k a. Dale body [-1, y], n € N, lezi v dopliiku 4 konverguji k a. Tedy
a € A. Podobné se ovéli, ze a € A v ptipadé y = 0. Tedy

0A = {[x,y] €eR? x>0,y <0,xy =0}.
(b) Necht
A={x.y]eR* x>+ ¢’ > 17}.
Jelikoz je funkce f: [x, y] = x? + ¢” spojitd, je mnoZina
A= f71((17,00))
oteviena (vizte Vétu . Proto Int A4 = A.
Oznac¢me
F={xyleR?* x*+e” > 17}.
Pak A = F. Vskutku, mnoZina F je uzaviena (to opét plyne z Véty , obsahuje
A,atedy A C F. Pro diikaz opa¢né inkluze uvazujme a = [x, y] € F. Pokuda € 4,
jezjevnéa € A. Necht tedya € F \ 4, tj. x> + ¢¥ = 17. Pak body [x, y + %], neN,
splnuji
17=x>+¢” <x? +ey+%,
tj. lezi v A. Jelikoz tyto body konverguji k a, lezi a v A.
Hranice A je pak rovna mnoziné
H = {[x.y] e R* x>+ ¢’ =17}.

Vskutku,
0AC A\IntA=F\A=H.
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Na druhou stranu, je-lia = [x, y] € H dano, dle predchoziho jiz vime, ze a € A.
Jelikoza ¢ A,jeivR2\ A. Tedya € 04 a H = 0A.
(c) Necht

A= {[x.y] € R* x>+ y* +2xy = 5}.

Postupem analogickym k pfechozimu odvodime, ze 4 je uzaviena. Dokazeme, ze
04 = A. Vskutku, je-li [x, y] € A dano, body [x,y + %], n € N, splnuji

1\? 1 1 1
x2+GH“) +M(y+—)=5+—(h+ﬂy+—) neN.
n n n n

Tedy vsechny az nejvyse na jeden lezi mimo mnozinu A. Jelikoz konverguji k a, je
a € 04.
Na z4vér si uvédomme, Ze vztah A = A = 94 implikuje Int 4 = 9. ry

9.8.3. Priklad. U mnoziny
A={x.y.z] € R* x>0,y>0,2>0,x+y =2}
uréete vnitfek, uzavér a hranici.

Resend. Nejprve si uvédomme, ze Int A = @. Vskutku, pokud a = [x,y.z] € 4,
pak body [x + % y,z],n € N, lezi v doplnku 4 a konverguji k a. Tedy a ¢ Int A4
aa € 0A. Dale oznaéme

F={xy2€eRx>0y>02>0x+y=2}.

Pak plati 04 = A = F. Vskutku, F je uzaviend mnozina, nebot obsahuje 4 a pro
spojitou funkci f: [x, y,z] = x + y plati

F =a;1([0,00)) N, ! ([0,00) N 71 ([0,00)) N £H({2D).
Tedy
dA C ACF.

M¢jme a = [x, y, z] € F dano. Pomoci bodu [x + %,y,z], n € N, jako vyse odvo-
dime, ze a € R3 \ A. Pokud a € 4, je dle prechoziho prvkem 04. Pokud a € F \ 4,
pakz>0,x>0,y=0ax+y=2,t.x =2. Body[x—%,%,z],n e N, pak lezi

v A a konverguji k a. Proto a € A. Jelikoz 94 = ANR3 \ A, mame F C 94. *

9.8.4. Piiklad. Necht [a,b] € R?. Spoététe limitu

lim  /x2+ y2.

[x,y]—>[a,b]
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Reésend. Funkee f: [x,y] —>xag:[x.y] >y jsou spojitd na R? dle Piikladu .
Tedy dle Véty mame

lim x2+y2= hm \/(f(x Y)? + (g(x,))?
[x,y]—[a,b] [x,y]—

2
N \/([X y]—>[a b] Sl y)) ([x,yl]l—rf}a,b] g(x, y))

= va? + b2

*
9.8.5. Priklad. Spoctéte limitu
x2—y2
im —.
[x,y]>[0,0] X2 + y2
Reésent. Polozime-li ve funkee f(x,y) = ﬁT_Jy’z y = 0, dostdvame
¥2
hm f(x,0) =lim — =1.
x—>0 X
Obdobné pro x = 0 mame
yh_lﬂ)f(o,)’) = yll_lﬂ)? = -1
Dle Heineovy véty tedy limita neexistuje. Fy
9.8.6. Priklad. Spoctéte limpy yj—0,0] f(x.y), kde
x2y
y) = . [x.y] € R?\ {[0,0]}.
Sx.y) . [x, ¥] \ {10, 0]}
Resent. Jeliko?
lim =0
[x,y]—[0,0] V]
a plati
X2y X2y
0= 16l = || < [ = w1
+ 2 x2
dostavame lim[y 110,01 f(x,») = 0. 2

9.8.7. Priklad. Spoctéte limpy yj—0,0] f(x.y), kde

X+
fx.y) = ——=—. [x.y] € R*\ {[0,0]}.
/x2 + y2
Reésend. Povéimneme si, ze k bodu [0, 0] se méiZzeme blizit po ose y zprava a dosta-
neme

2
0
hm f(x,0) = 110+%02 =
xX—> X _l’_
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K bodu [0, 0] se vséak mtizeme blizit i po pfimce y = x a pak dostaneme

X+ x
1 = 1i — = /2.
Jim flen) = lim e = V2

Podle Véty tedy limita neexistuje. s
9.8.8. Priklad. Spoctéte limpy yj—0,0] f(x,y), kde

fly) = ——2 [x, y] € B2\ {[0, 0]}.

NeEr

Reseni. Zadanou funkci mtizeme odhadnout

Xy (x + y?) 1
0< > = 5 5\/)6 + y2.
VxXZ+y VX2 +y?
Jelikoz limpy y1—10,00 VX2 + ¥2 = 0, je zadana limita rovna 0. *

9.8.9. Priklad. Spoctéte

1
lim (1 4 x2y?)Vx0+0
[x,y]—[0,0]
Resend. Nejprve si rozmyslime, Ze existuje § > 0 takové, ze pro vsechna [x, y] €
P(0,§) plati odhad
log(1 + x?y?) < 2x%y2. (9.27)

Vskutku, diky platnosti vztahu lim;_.o bg’(tit) = 1 lze nalézt n > 0 takové, ze

log(1 + t) < 2¢ pro libovolné t € P(0,7). Jelikoz lim[y y]—[0,0] X>¥? = 0, existuje
§ > 0 spliiujici x?y? € B(0,n) kdykoliv [x, y] € B(o,). To je viak jiz hledané §,
nebot pokud [x, y] € P(o,8) splnuje xy = 0, pak nerovnost zjevné plati.
Pokud xy # 0, je x2y2 € P(0,7), a tedy (0.27) plati diky volbé .

Nyni miizeme pro [x, y] € P (0, ) odhadnout

1
0 < ——log(l + x?y

2o xt eyt
IRVATEE

2) X
_\/ _\/x6+y6
4 4

< =+ = =¥+ D
< =+ == <|x|+yl.
6 /y6
Jelikoz limita posledniho vyrazu v bod¢ [0, 0] je 0, dostavame z Véty rovnost
lim[x’y]ﬁ[o,o] f(x, y) = eo =1.
(Poznamenejme, Ze vypocet je mozno zjednodusit pouzitim odhadu log(1 +
t) <t,t €(0,00).) ry

9.8.10. Priklad. Spoctéte limitu
2 —cosx —cosy
im
[x.71—[0.0] x2+y?
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Reseni. Pisme cost = 1 — % + (1), kde lim;g % = 0. Pak

2—cosx—cosy %xz + %yz @(x) p(y)
x2+y2 - x2+y2 x2-|-y2 x2+y2'
Jelikoz
0 < () | _ o)
X242 T | X2

a prava strana konverguje k 0 pro x jdouci k 0, mame lim[y ;]-0,0] % = 0.

Obdobn¢ odvodime nulovost limity druhého ¢lenu.

Celkem tedy vyjde
. 2 —cosx —cosy 1
lim = —.
[x,]—[0.0] x2+y? 2
&
9.8.11. Priklad. Spoctéte limitu
. xy?
lim ——.
[x,¥10,0] /x4 + y©
Resend. Nejprve si vSimneme rovnosti
xy? | Ixly? [ X2yl
N L VAT xt+y°
Dile plati
el D YN P -1 WY NP
Xt y6| T xt 4 )8 @2+ (pH? T T
nebot ) b
a a
pEy < pE <1, a,b>0,1a,b]#][0,0]
Tedy
li 2 0
im ——— =0.
[x,91-[0,0] \/x* + y©
Y

9.8.12. Piiklad. Rozhodnéte, zda lze funkci Sinxxy roz§ifit spojité na celou rovinu
R2.

Resend. Uvazujme spojitou funkci g: R — R definovanou jako

sin? IER\{O}
t — t 9 9
sO=1," 2o

Pak je funkce
fe.y)=gxy)-y. [x.y] €R?
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spojita dle Véty apro [x,y] € R?, x # 0, plati

sinxy — sin Xy 0
flx,y) = Oxz sin))}cy > Y 7_é 0»
= dx y =0.
Funkce f je tak spojité roz$ifeni zadana funkce na R?. *

9.8.13. Priklad. Spoctéte parcialni derivace funkce
f(x,y)=xsiny, [x,y]€R?
v kazdém bod¢ roviny R?.
lliel;l)f;:t};t'pciozfii,kbc]ije dany bod v R?. Spo¢teme nejprve %(a) = %(a). Pod-
g1(t) = f(t.b) =t*sinb, teR,
vztah g/ (a) = %(a). Tedy
af

ox

Analogicky mame pro funkci

(a) = gj(a) = [t = t*sinb],_, = [t +> 2t sinb];—, = 2asinb.

g2(t) = f(a,t) = a®sint, t€R,
vztah g4(b) = ¥ (a). Tedy
0
a—f(a) = g,(b) = [t > a*sint],_, = [t > a® cost];=p = a® cosb.
y
9.8.14. Priklad. Spoctéte parcialni derivace funkce
f,y,2) =x"", [x,y.2] € (0,00)%,
a najdéte rovnici te¢né nadroviny ke grafu f v bodé [2,1,2,2].
Reseni. Funkei f vyjadiime jako
f(x,y,z) = e¥"logx = o= logx

Tedy pro [x, . z] € (0, 00)*® mdme

g_f([x’y»z]) = ¢V logx _ pzlogy l =yt LYe-l

x X

g—f([x,y,z]) — eeZlogYIng logx - eZlogy . Z_ xyzyzzlogx’
Y y —y

ad . |

8—f([x,y,z]) = eezl 8V logx | Ing . ezlogy . logy _ xyzyz logxlogy.
Z

Parcialni derivace jsou zjevné spojité na (0, 00)3,a tedy v kazdém bodé¢ defini¢niho
oboru existuje derivace (Véta 0.1.21)). Z pravé provedenych vypoctl plyne, ze

V£([2.1,2]) = [1,4log2,0].
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Dle je tedy rovnice te¢né nadroviny rovna
1(x,9,2) =2+ 1(x —=2) + 4log2(y — 1) + 0(z — 2)
=24 (x—2) +4log2(y — 1), [x,y,z] € R’
&

9.8.15. Priklad. Zjistéte, ve kterych bodech existuji parcialni derivace a derivace
funkce

ey = Ixllyl. [x.y]e R

Reseni. Pro body [x, y] € R? mimo soutadnicové osy plati

of . of o
3 (- yD) = Gsignx) [y g([x,y]) = |x|sign y.

Tyto funkce jsou spojité v kazdém bodé mimo souradnicové osy, a tedy v nich

existuje derivace. Dle Véty plati
, 9 9
F10503): ) o (9 530, = 53Dy + 5 Dk
= ((signx)y |yDhy + (|x|sign y)ha,  ([hy, ha] € R%

Podivejme se nyni na body lezici na ose x, tj. na body tvaru [x, 0], kde x € R.

Pak
af

(0D == S Omy = [ 0o =0, xR,

Naproti tomu pro x # 0 parcialni derivace podle y v bodé¢ [x, 0] neexistuje, nebot
pro funkci

g() = f(x.1) = |x[|t], teR,
plati
g4 0) = |x[, gL(0) =—Ix],

coz implikuje neexistenci

8 !

L (e.0) = g'0)

y

V bodech [x, 0], x # 0, tak neexistuje ani derivace.

Pro body tvaru [0, y], y € R, podobné jako vyse odvodime, ze %([O, y) =0
aze %([0, y]) neexistuje, pokud y # 0. To opét implikuje neexistenci derivace
v bodech [0, y], y # 0.

Zbyva nam vysettit bod [0,0]. Z predchoziho vime, Ze parcidlni derivace f
v [0, 0] jsou nulové. Dle Véty je tak jedinym kandidatem na derivaci nulové
zobrazeni. Dle definice tak derivace existuje pravé tehdy, kdyz

J(0,0] + [x, y]) — f([0,0]) — ([0, 0], [x, y])

=0.
[x,»1-[0,0] [, 1l
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Tedy zkoumame vyraz
Xyl ] xy
Ten mé vsak dle Prikladu limitu rovnou nule. Tedy derivace f v bodé [0,0]

je rovne [0, 0]. a

9.8.16. Priklad. Zjistéte, ve kterych bodech existuji parcialni derivace a derivace

funkce
flxy) = Vx5 +y5 [xy]eR%

Reéseni. Vbodech [x, y] € R2 mimo piimku y = —x mame spojité parcialni derivace
af x4 af y4
Vo=t L=t
0x /(x5 + y3)4 ay /(x5 + y5)4

a tedy v téchto bodech existuje derivace a je roven V f([x, y]).
Uvazujme nyni bod a = (a, —a), kde a # 0. Pak pro funkci

gx) = Vx5 —a’

plati

L@ =l -l = '@
X

Derivace g’(a) je vak nevlastni, nebot diky spojitosti g Ize odvodit

x4

£@ = lim g') = Jim ey = 00
Obdobné obdrzime, ze %(a) neexistuje.
Zbyva vysettit bod [0, 0]. Pro n¢j plati

V(0,00 =[x = F(e. Oy =[x ¥35] _ =1

x=0

a podobné %([0, 0]) = 1. Pokud tedy existuje derivace, je reprezentovan vektorem
[1,1]. Nutnou a postacujici podminkou pro jeho existenci je nulovost limity

tim L0001+ v, D) — £(0. 0 — ([1. 1]. [x. ¥])
[x.y1-[0.0] I[{x, y1II
C o YA -4y
[x,y1—[0,0] NEEY '

Uvazujeme-li pfimku y = x, dostavame

I Vx4 x5 —(x + x) I J2x5 —2x «5/5—2750
1m = 1mm — .
x—>04 Vx2 + x2 x—>04 2x2 V2

Dle Véty tak derivace v [0, 0] neexistuje. a*
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9.8.17. Priklad. Zjistéte, zdali ma funkce

A [k, y] #10,0],
= { x*+
TED=0" ey = .

totalni diferencial v [0, 0].

Resent. Jelikoz
x> f(x,00=x, xeR,

vy f0,y) =y% yeR,
mame %(0) =1la %(0) = 0. Existence totdlniho diferencialu tak odvisi od nulo-
vosti limity

5, .4
x2+y" 4 2
iz y*—xy

lim = lim .
[3]=10.0] /X2 1 y2  [x0]=10.0] (x4 + y2)/x2 + 32

Uvazujeme-li pfimku y = x, obdrzime

x4 —x3

x—1 —1
Im ——— = lim ——=—#0
¥>04 (x4 4+ x2)/2x2 2204 2(x2+ 1) V2 7
Tedy totalni f’(0) neexistuje. *

9.8.18. Priklad. Spocététe parcialni derivace a totalni diferencial funkce

(% + Y2 sin(rl), [v 3] £ [0,0],

fen =y, [x. y] = [0, 0].

Ukazte navic, ze parcialni derivace f nejsou spojité v pocatku.

Reésend. Pro [x, y] # [0,0] spocteme parcialni derivace

af : 1 s o 1 -1

5([)@)’]) = 2x sin (m) + (x* + y7) cos (x2+y2) (x2 +y2)22x
a

af . 1 s 1 —1

e =2 - 2y.

dy (v, yD) = 2y sin (x2 —|—y2) + (X" + %) cos (x2 +y2) (x2 + y2)? Y

ODb¢ parcidlni derivace jsou spojité funkce na R?\ {[0, 0]}, a proto podle Véty

existuje totalni diferencial pro vsechna [x, y] # [0, 0]. Ten ma tvar

£ el > (D, 3 @D sl The o] € B,

V bodé¢ [0, 0] spocteme parcialni derivace dle definice

_ 2sin(£) =0
%(0) = lim J¢.0 -~ /0.0 = lim —Sm(ﬂ) = lim ¢ sin (l) =0
0x t—0 t t—0 t t—0 2
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a analogicky

af _ f0.0)— f(0.0) . 17sin(5) =0
—() =lm*~———"—"" =lim —F———

ay t—0 t t—0 t

Ukazme nyni, ze % neni spojita v pocatku. Jiz viak jeji restrikce na piimku

y = 0 neni spojita, nebot

. of Y 1 5 1Y) 2x
)161_% 5([X,0]) = )lcl_r)r}) (2x sin — —x (cos x—z) x_4)

neexistuje vlastni. (K tomu staci uvazovat body [ﬁ, 0], n € N.)

Presto v bodé o existuje totalni diferencial

£10.000h1. 1) = Loy + %(0)}12 — Ok + Ohs.

Vskutku, pro nulové linarni zobrazeni mame totiz

(2 + »2)sin (52457) |
lim =2 = lim /x2 + yZsin ( ) .
[x,y]—[0,0] VX2 + y2 [x,y]—[0,0] Y x2 + y2

Jelikoz

. 1
‘\/X2 + y2 sin (m) =< \/X2 +y2,

je limita nulova. Tim je existence totalniho diferencialu ovéfena. *

9.8.19. Priklad. Ulkazte, Ze funkci

S
f(x,y) =e x>+r2+xy
lze spojité rozsitit do bodu [0, 0] a ze ma v tomto bodé totalni diferencial.

Reseni. Nejprve ukazeme, ze x2 + y2 4+ xy > 0 pro [x, y] € R2\ {[0,0]}. Vyjadiime
totiz bod [x, y] € R?\ {[0, 0]} v polarnich soufadnicich jako

[x,y] =[rcosa,rsina], r>0,ac]0,2r).
Pak
. 1 .
x2+y2+xy=72+rzcosasma=r2(l+§s1n2a)>O.

(Mohli bychom téz pouzit odhad x2 + y2 + xy > 1 (x2 + y2).)
Daéle odhadneme

1
XX+ y 4 xy < xP 47+ E("z + %) =2(x* +y?),

a tedy

_ 1 _ 1
0<e »2+y2+xy <e 22+y2)
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Jelikoz
. e 217
lim =0,
t—>04 t

existuje § > 0 tak, ze pro [x, y] € P([0, 0], 6) plati

_ 1 _ 1
0<e »2H2+xy <e 26242 < (x2 + yz) .

Tedy vidime, ze danou funkci lze spojité dodefinovat v bodé [0, 0] hodnotou 0.
Parcialni derivace v pocatku spoc¢teme z definice:

%(0) = lim /(t,0) = /(0,0) = lim e

=0
0x t—0 t t—>0 f

a analogicky %(0) =0.
Existence totalniho diferencialu je pak ekvivalentni s nulovosti limity
1

i JEN =00 = SO0y _ e ZHe

[x,y1-[0,0] ([Eal [eyl—[0.0] /x2 4 32
Jelikoz pro [x, y] € P(o0,0) plati

1 1
T X2 1y2 4 T2(x24+y2) 2 2
e ¥ VSe y Sx-l-y =/—x2+y2,
\/xz +y2 \/xz +y2 /x2 +y2
je dana limita nulova. Tedy totalni diferencial funkce f v pocatku existuje. *
9.8.20. Priklad. Ukazte, Ze totalni diferencial funkce
2
x J/(\x|+|Jf\)’ [x.y] # [0,0].

— x41y2
Sy 0, ’ [x.y] = [0.0].

v pocatku neexistuje.

Resend. Jeliko? je funkce f nulové na oséch, jsou parcidlni derivace f v pocatku
nulové. Totalni diferencidl v o tak existuje pravé tehdy, kdyz je limita

25 ) I 2y (x| +1yD
Ley1=10,0] [[X, Y1 Bey1=10,0] (x4 + y2)/x2 + y2

nulovd. Uvazujeme-li vSak parabolu y = x?2, dostdvame

. x2x2(|x| + |x2]) . x + x? . 1+x 1
lim = lim ———= = lim —— = ~.
x>0 (x4 + xHV/x2 + x4 204 2x/1+x2 x204 2 /1 +x2 2
Totalni diferencial v poc¢atku proto neexistuje. *

9.8.21. Priklad. Spoctéte totalni diferencial funkce

Vx2 + ylog(x® +y?), [x.y] #10,0],
0,

fy) = .31 = [0.0].
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vsude, kde existuje.

Resend. Nejprve si uvédomme, ze f je spojita na R2. K tomu je tieba ovéfit, ze
limy ,1-[0,01 f(x,») = 0. To vSak plyne z odhadu

|f(eo )| < VX2 + |yl log(x?* + y*) < ¥/Ix| + |yl[log(x* + y?)|
< V2(x2 + y?)|log(x* + y?)|

platného pro [x, y] € R2\ {[0, 0]} spliujici [x| < 1 a z faktu lim, o, r¢|logr| = 0.
V kazdém bodé¢ [x, y] € R? spliujicim y # —x? plati

d 1

%([x,y])zg(x +y) 32xlog(x + )+ VYx2+y—— 2+y
ad 1

LoD =3 (2 ) Flogte? 07+ YTy

Uvazujme nyni bod a = (a,—a?), kde a # 0 a a® + a* # 1. Protoze
lim 8—f([x —a?)) = hm l()c2 —a*) 5oxlo (2 4a*)+ V2 —a2———
x—a 3 g x2 + a4
neexistuje vlastni, neexistuje ani
%(a) = lim %([x, —a?)).
ox x—a Jx

Podobné¢ neexistuje ay (a) protoze

lim —f([a y])— hm (; (a®>+y) g2alog(a + )+ Va2 +y 2+y )

y—>a

neexistuje vlastni.

Uvazujme nyni bod 0. Pak x = f(x,0) = Wlogxz, a tedy

U () = fim LG = SO0 _ «/—logtz

ox t—0 t t—0

neexistuje vlastni. Podobné

af . f0,1)— f(0,00 . </tlogr?
——(0) = lim = lim

ady t—0 t t—0 t

neexistuje.



276 9. FUNKCE VICE PROMENNYCH

Koneéné vezméme do tvahy bod a = (a,—a?), kde a® + a* = 1. Poéitejme
%(a) jako limitu parcialnich derivaci. Pak

= lim (% (x* - az)_% 2xlog(x? +a*) + Jxz—a? 2x )

x2 +a*

o1 _2
= )11_r)1}1 3 (x*— az) 3 2xlog(x* +a*)

2x log(x®> +a*) x> 4+a*—1
x—a 3 x24at—1 (2 _g2%F

’

nebot dle Véty p.4.1(a) plati

Podobn¢ pro %(a) mame

af . of , 1, , -2 2 o, 33 2y
F@= tim Liash = tim (56 ) g 490 + VT2
1 _2
= lim_ - (a®>+y) *log(a®+ y%)
y—>—a23
S 2402 420,21
= lim _og(a +Y = +y — =0,
y>-a23a’+y>—1 (g2 4 )3
jelikoz
2421 2
fm Oy B
yoma (a2 +y)5 yoma? 3@ +y) 73

Zbyva vysetfit existenci totdlntho diferencidlu v bodé a(a) = (a,—a?), kde
a? 4+ a* = 1. Dle predchoziho vypoltu je kandidat na f’(a) roven 0. VySetfujeme
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tedy vyraz

‘ f(la,—a*] + [x,y]) = f([a,—a?))
1. y11

V(a+x)?2+ (—a2 + y)log ((a + x)* + (—a* + y)?)
N

Vx2 +2ax + ylog(x* + y* + 2ax —2a%y + 1)
/x2+y2

VIx2 + 2ax + y| |x* + y* 4+ 2ax — 2a?y|

Vxr+y?
1
N (VI 2ax + 1 (¥ + ) +21al (x| + lal [¥)))

< VIx2 +2ax + y|v/x2 + y2 + VIx2 + 2ax + y|

IA

|2a| max{1, |a|} (|x| + |y])
VX% + y?

pricemz jsme pouzili odhad log(t + 1) < t,t € (—1,00). Posledni vyraz vsak
konverguje k 0 pro [x, y] — [0, 0], nebot

: I RR a— x| + [yl
lim y x2+2ax+ =0 a —S\/E
[x,y]—[0,0] | y| /x2 + y2

Tim je existence totalniho diferencialu v bod¢ a dokazana. Fy

9.8.22. Priklad. Vypoctéte derivaci Dy, (1, 1,2) funkce
f.y.2)=x"+y%  [x.y,2] €(0,00),
kde v = [1,1, 1].

Reéseni. Funkce f ma zfejmé vSechny parcialni derivace na svém defini¢nim oboru,
a tedy existuje V f(1,1,2) = f'(1,1,2). Jelikoz f'(1,1,2)(v) = D, f(1,1,2) (vizte
Vétu P.1.26), staéf nalézt V £(1,1,2). Protoze na D(f) plati

af -1 O -
—_— = _— = 1 Z . —_— = Zl B
ox yxr o, 3 x” logx + 2y 9z y=logy

V£(1,1,2) =[1,2.0].

Dy f(1,1,2) = ([1,2,0].[1,1,1]) = 3.
&

9.8.23. Piiklad. Necht g: R? — R je funkce tiidy C'(R). Vyjadiete parcidlni de-
rivace funkce f: R? — R pomoci parcialnich derivaci funkce g, pokud

fx,y)=gx+y.x—y), flx.y)=g(sinx,xy), [x,y]€R>
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Resent. (a) Uvazujme zobrazenih: R? — R? definované jako h(x, y) = [x+y,x—y],
[x,y] € R%. To ma slozky hi(x,y) = x +y a ha(x,y) = x — y. Funkce h je tiidy
C*®(R?), a tak dle fetizkového pravidla (Véta plati

2
01 f(x,y) =) 8;g(h(x, y)dih;(x,y)

j=1
=0digx +y,x—y)- 1 +d2g(x +y,x—y)-1

a

2

02 f(x,y) =Y d;8(h(x,y))d2h;(x,y)
j=1
=digx +y,x—y)- 1+ 02g(x +y,x—y)-(-1).
(b) Podobné jako vy$e poditime pro h(x, y) = [sinx,xy], x € R?,
2
01f(x,y) =Y ;8(h(x,)d1h;(x,y)
j=1

= 01g(sinx,xy)-cosx + dg(sinx,xy) -y

a

2
02 f(x,y) =Y 8;8(h(x,))d2h;(x,y)
j=1
= 0d1g(sinx,xy) -0+ drg(sinx, xy) - x.
»

9.8.24. Priklad. Necht f: R? — (0, 00) je funkce tiidy C'(R?). Vyjadiete parcial-
ni derivace funkce g(x, y) = f(x, y)7@% [x, y] € R2, pomoci parcialnich derivaci

f ahodnot f.

Resend. Uvazujme zobrazenih(x, y) = [f(x,y), f(y,x)],[x.y] € R%,afunkciu(x, y) =
x”, [x,y] € (0,00)2. Pak plati g = u o h. Dle Véty plati

g, y)=u'(h(x,y)oh'(x,y),  [x.y]e R

Miame
u'(a,b) = [’ ablogal, [a,b] € (0,0)?,
hi(x,y) = [01 f(x.y). 02 f(x, )]
a
d1ha(x,y) = 01f(y,x) -0+ 02 f(y,x) -1 =02 f(y,x),
82h2(x9y) = 81f(y,x) -1+ azf(y,X) 0= alf(yvx)»
tj.

Ry (x,y) = [02f(y.x), 91 f(y,x)].
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Tedy

) _ I f(x,y) 92f(x,y)
— b—1 b 1
g'(x.y) = (ba a 10%“)[a,b]=[f(x,y>,f(y,x)]'(azf(y,x) 81f(y,x))’

tj.
d
@) = 0.3 ) OO0 f ) + f ) O log f(x.y) - 02 f (v.0),

d
ﬁ(x, Y) = f(.x) - fO ) OD79, £ y) + £, p) O log f(x, ) - 01 £ (3, x).

»

9.8.25. Priklad. Necht existuje f'(1.1) a g(x,y) = f(f(y.x), f(x.y)). Urcete
g'(1,1), pokud f(1,1) =9; f(1,1) =1ad, f(1,1) =2.
Resent. Zobrazeni h(x,y) = [f(y,x), f(x,y)] splnuje 2(1,1) = [1,1], pricemz dle
Véty existuje 1 /'(1,1) a g’(1, 1). Dale plati
gD =(foh)11)= f'(h(1,1)) o h'(1,1) = f'(1,1) o h'(1, 1).
Jelikoz
S = [0 f(1,1),0: f(1, 1] = [1,2]

! Buhi (. y) = 1 f(7.x) -0+ 05 f(y.x) - 1 = 5 f (3. ),
O2h1(x,y) =01 f(y,x)- 1 +02f(y,x)-0=01f(y,x),
By (xoy) = [0 f(x y). 82 £ Ceo 7).
tj.
e (2f0hx) S ()
Hix,y) = (hi(x,y)) = (alf(x,w azf(x,w)'
Proto

2 1
= z)(1 2) — 4 ).
Fy
9.8.26. Piiklad. Vypoctéte g/(1,1), pokud pro g: R? — R derivace g'(1,1) exis-
tuje a funkce f(r,a) = g(r cosa, r sina) spliuje f’ (ﬁ, %) = [0, 4].

Resent. Zobrazeni h(r,a) = [r cosa, r sina] splnuje i («/5, %) =[1,1]a

W o) = (

cosa —rsino
sine  rcosa )’

tj.
L
(25 =(% )
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Z Véty P 6 tak mame
’ Ty ’ T
O 4)=71 (ﬁ,z)_g(l,l)oh («/E,Z)

-1
== (alg(L 1) 82g(17 1))( 12 1 )

Tedy mame soustavu rovnic

S-S

1 1

_alg(lv 1) + azg(ls 1) = 49
jejimz feSenim je dvojice

g1, 1 =[-2,2].

9.8.27. Priklad. Ukazte, Ze rovnice
sin(xy) + cos(xy) = 1

urcuje v jistém okoli bodu [, 0] implicitné zadanou funkci proménné x. Spoctéte
prvni a druhou derivaci této funkce v bod¢ 7 a naleznéte te¢nou piimku ke grafu
této funkce v bodé [r, 0].

Reéseni. Polozme
F(x,y) = sin(xy) + cos(xy) — 1, [x,y] € R?.
Funkce F je zjevné t¥{dy C*°(R?) a plati F(r,0) =0a
oF .
g(n,O) = [cos(xy) - x —sin(xy) - X]jx yj=(r,0] = T # 0.

Dle Véty tak existuje interval (= —§, w + §) a interval (=8, §) tak, ze pro kazdé
x € B(m,§) existuje pravé jedno y € B(0,6) splnujici F(x,y) = 0. Oznac¢me tuto
funkci definovanou na B(r, §) jako ¢. Dle Véty D.4.1)je ¢ t¥idy C*°(B(x. §)), ¢(7) =
0 a splnuje vztah

sin(x@(x)) 4+ cos(xp(x))—1 =0, x € B(x,J).

Dvojnasobnym derivovanim této rovnice obdrzime postupné pro x € B(rw, §) rov-
not cos(xg) - (¢ + x¢') —sin(xg) - (¢ + x¢') =0,

—sin(xg) - (¢ + x¢")? + cos(xp) - 29" + x¢")

—cos(xp) - (¢ + x¢')? —sin(xg) - (2¢' + x¢") =0,
kde piseme ¢, ¢’. ¢” misto ¢(x), ¢'(x), ¢”(x). Dosadime-li bod x = 7, dostavame
¢’ () = ¢" () = 0. Tedy te¢na primka ke grafu ¢ v bodé 7 ma tvar

t(x) =) +¢'(m)(x —m) =0, xeR.
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9.8.28. Priklad. Dokazte, Ze mnoZina
A= {[x.y] € R* & +logx + xy = 0}

je grafem n¢jaké funkce f tiidy C? na (0, o).
(a) Najdéte nulovy bod xg funkce f a f’(xo).
(b) Vypoctéte limy—o, f(x) alimy oo f(X).

(c) Dokazte, ze f nabyva absolutniho minima pravé v jednom bodé¢.

Resent. Pro pevné x € (0,00) uvazujme funkci fr(y) = e” +logx + xy, y € R.
Jelikoz fl(y) = e” + x, je fx rostouci na R. Dale plati limy_,_o fx(y) = —o0
a limy o fx(y) = oo. Existuje tedy pravé jedno y(x) = f(x) € R takové, ze
fx(y(x)) = 0. Mnozina A je tedy grafem funkce f. Jelikoz pro funkci F(x,y) =
e? + log x + xy plati %—I;(x, y) = e¥ + x > 0, popisuje rovnice F(x,y) = 0 lokalné
funkci tfidy C*°. Tedy f je nekonec¢né diferencovatelna funkce na (0, co0).

(a) Pokud f(x) = 0, pak z rovnice

e?® flogx 4+ xf(x) =0 (9.28)

vidime, Ze x = e~ . Derivovanim této rovnice obdrzime

1
ef ™ f1(x) + —+ /) +xf'(x) =0, (9.29)

coz po dosazeni x = e~ dava f'(e7!) = —e‘fl. Funkce f je tak kladnd na (0,7 ")
a zdpornd na (e~!, 00).

(b) Jelikoz

oS ] @ 1
o) = |20 loge |79 loga] 1 o] 1 )
x x X x

jelimy oo f(x) =0.

Dale ukazeme, ze limy—o, f(x) = oo. Vskutku, pokud by tomu tak nebylo,
existuje posloupnost {x, } kladnych ¢isel konvergujici k 0 takova, ze { f(x,)} je ome-
zena. Limitnim prechodem v (.28) pak dostaneme —oo = 0, coz je spor. Proto
limy o, f(x) = oc.

(c) Jelikoz f(e™') =0, f(x) <0 prox € (71, 00) alimy—00 f(x) = 0, existuje
alespon jeden bod, kde funkce nabyva svého absolutniho minima. Predpokladej-
me, ze existuji dva takové body x; < x5. Pak f/(x1) = f'(x2) =0a f(x1) = f(x2).
Z rovnice ) nyni plyne

Lt =0="1 4 fx).
X1 X2

tedy x; = x3. To je v8ak spor s nasim predpokladem.

9.8.29. Priklad. Uvazujte mnozinu
A= {[x,y] eR? x* +y3 —2xy =O}.
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(a) Ukazte, ze A N {[x,y] € R?*; x <0} je grafem funkce f, kterd je tfidy
C> ((0,00)).

(b) Ukazte, ze f je klesajicia #(f) = (0, 00).

(o) Existuje a > 0 a funkce f;:[0,00) = (—00,0], f2, f3: [0,a] — [0, c0) ta-
kové, Zze mnozina AN {[x, y] € R?; x > 0} je sjednocenim graft f1, f2. f3
afi<0na(0,00)a0< f, < f3na(0,a).

(d) Funkce f1, f2, f3 jsou tiidy C*° na vnittku svého defini¢niho oboru.

(e) Ukazte, ze jsou funkce fi, f2, f3 spojité a vySetfete jejich supremum a in-
fimum.

Reésend. (a) Pro pevné x < 0 uvazujeme funkci fyx(y) = x> + y> —2xy, y € R. Pak
fi(y) = 3y* = 2x > 0, limyo, fx(y) = x> < 0alimy_e fx(y) = oo. Existuje
tedy pravé jeden bod y(x) = f(x) € (0, c0) splnujici

x3+ f(x)>=2xf(x) =0, x € (—00,0). (9.30)

(b) Ukazme, ze limyo_ f(x) = 0. Kdyby tomu tak nebylo, existuje posloup-
nost {x,} zapornych ¢isel konvergujici k 0 zleva takova, ze f(x,) — M € (0, 00].
Pak ale z rovnice

) (f(x)? —2x) = —x°
plyne M?3 =0, coz je spor.

Podobné¢ ukazeme, ze limy_, o f(x) = oo. Jinak by totiz existovala posloup-
nost {x, } zapornych ¢isel konvergujici do —oo takova, ze f(x,) — M € [0, 00). Pak

ale z (9.30) mame
3 2

X
_ n _
f(xn) = f(xn 2 _ 2% 5 fix") ,

coz v limitnim prechodu da rovnost M = oo.

Dale si uvvédomme, ze z Véty plyne, ze f € C*((—00,0)). Vskutku,
funkce F(x,y) = x* + y3 — 2xy uidy C*®(R?) a spliiuje %—I;(x,y) =3y2-2x >0
kdykoliv x < 0. Tedy rovnice F(x,y) = 0 lokaln¢ urcuje nekonec¢né diferencova-
telnou funkci. Proto je f tfidy C*.

Vzhledem k vypoctenym limitam funkce f musi existovat bod, kde je jeji de-
rivace zapornd. Predpokladejme, Ze v néjakém bodé a < 0 plati f/(a) = 0. Pak

derivovanim rovnice (9.3()) dostavame

3x2 4+ 3F(x)% f/(x) = 2f(x) =2xf'(x) =0, x € (—00,0),
coz po dosazeni x = a implikuje rovnost 2f(x) = 3x2. Dal¥{ dosazeni do (9.30)
dava rovnici,

3 3 3
3 2 2

z —2xZx2 =0
x+(2x) x5%

jez nema feseni v intervalu (—o0, 0). Proto f”(x) # 0 pro x € (—o0,0). Z Darbou-
xovy vlastnosti derivace (vizte Vétu ??) nyni plyne, Ze f” je zaporna na (—o0,0).
Z vyse uvedenych vlastnosti nyni plyne, ze f je klesajici #(f) = (0, o).

(c) Pro pevné x > 0 opét uvazujme funkei fx(y) = x> + y> —2xy, y € R.
Pokud x = 0, ma funkce fy(y) jediny kofen, a to 0. Necht tedy x > 0. Pak
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limy, s o fx(y) = 0 alimy o fx(y) = oo. Dale f](y) = 0 prav¢ tehdy, kdyz
y=4=% %x. Oznatme y; = —,/ %x ay, = ,/%x. Pak fy mav y; lokdlni maximum,
y2 lokalni minimum, fy roste na (—oo, y1] a [y2, 00 a klesa na [y1, y,]. Dale plati
fx(r1) > fx(0) > 0. Polozme a = %2% Pokud x < a,je fx(y2) <0, pokud x = a,
plati fx(y2) = 0a pokud x > a, plati fx(y2) > 0. Z téchto informaci nyni plyne,
ze pro interval (0, a) ma rovnice fx(y) = 0 tfi kofeny fi(x) <0 < fa(x) < f3(x),
pro x = a ma dva kofeny f1(x) <0 < f2(x) = f3(x) a pro x > a ma pouze jeden
kotfen fi(x) < 0.

(d) Nekonecna diferencovatelnost funkei f, f2, f3 nyni plyne z Véty , ne-

bot pro funkci F(x,y) = x* + y3 — 2xy plati %—I; = 3y% — 2x = 0 v n&jakém bod¢

i

(e) Uvazujme libovolnou funkei f;. Pak pro jeji derivaci plati
3x2 4+ 3£(0)% f/ (x) = 2fi(x) = 2xf/(x) =0, x € IntD(f).

Pokud f/(x) = 0 pro n¢jaké x, pak x spliuje f; (x) = %xz. Po dosazeni do rovnice

[x,y] € A pravé tehdy, kdyz [x, y] = [a,

x3+ f3(x)—2x f; (x) = 0 pak dostdvame x = %2% afi(x) = %2%. P¥{mym vypoétem

1, v 2A~2 . c v,v/ N v o 4
vidime, ze 523 je nejvétsi z tif kofent funkce f%z% (»), a proto pouze funkce f3 ma

v néjakém bod¢ nulovou derivaci (konkrétné v bodé b = %2%).

Ukéazeme, ze limy—o, fi(x) = 0. Kdyby tomu tak nebylo, pro néjaké i €
{1,2, 3} existuje posloupnost {x,} kladnych ¢isel konvergujici k 0, pro niz f(x,) —
M € [—o00, 0]\ {0}. Z rovnice x; + fi (xa)(f;?(xn) —2x,) = 0 pak ale plyne limitnim
prechodem M3 = 0, coz je spor.

Podobn¢ ukazeme, ze limy o f1(x) = —oo. Kdyby tomu tak nebylo, nalez-
neme posloupnost {x,} konvergujici do oo, pro niz fi(x,) - M € (—o0,0]. Pak

Z TOVNnosti

3 )

—x
fi—2x L@
plyne limitnim prechodem M = oo, tj. spor.

Z vyse uvedenych faktd nyni mame, Ze f{ < 0 na (-00,0), f; > 0 na (0,a)
a f; >0mna(0,b).

Dile ukdzeme, Ze limy_q_ fo(x) = limy—qe_ f3(x) = ‘/%a. K tomuto tiéelu

Silx) =

nejdiive dokazeme omezenost mnoziny A v prvnim kvadrantu. Necht tedy [x, y] €
A spliuje x > 0, y > 0. Zfejmé muzeme predpokladat, ze max{x, y} > 0. Pak
mame
0=x>+ y3—2xy > (max{x, y})* — 2 (max{x, y})?.
neboli
2 (max{x, y})* = (max{x, y})*.
To implikuje max{x, y} < 2. Dostavame tedy, Ze funkce f; i f3 jsou omezené.

Necht {x,} je posloupnost v [0, a) konvergujici k a. Pokud f>(x,) - / %a, existuje
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podposloupnost {x,, } a M # ,/ %a takové, ze f>(xn, ) — M. Limitnim pfechodem
v rovnosti x> 4+ f5>(xn, ) — 2xf(xn,) = 0 pak méme, Ze¢ M je nezdpornym kofenem
funkce f; raznym od ./ %a. To je v§ak spor s tivahami v (c). Tedy f(x,) — J%a.

Podobné se ukaze, ze limy—,_ f3(x) = ,/%a.

Nyni jiz miizeme ucinit zavér. Funkce f1 je klesajicia #( f1) = (—00,0], H(f2) =
[0. /3al a J(f3) = [0, f5(b)] = [0, 325]. a

9.8.30. Priklad. Dokazte, Ze existuje okoli V' bodu [3, -2, 2] takové, Ze mnozina
{[x.y,z2] € Vi 2> —xz + y = 0} je grafem funkce z = z(x,y). Vypoltéte te¢nou

rovinu ke grafu funkce z v bodé [3,-2,2] a gi—g([& =2)).

Resend. Pouzijeme Vétu pro funkci F(x,y,z) = z3 —xz +yabod[3.-2,2].
Zjevné je F tidy C*®(R?), F(3,-2,2) =0a

OF 5
52&—lm={k Xy z1mp2a = 9 F# 0.

Predpoklady Véty jsou tak splnény, a tedy mame existenci pozadovaného
okoli V. Tedy z = z(x,y): U — R je funkce tfidy C* definovana na néjakém
okoli U obsahujicim bod [3, —2] a splnujici F(x, y,z(x, y)) = 0 spolu s podminkou
z(3,-2) = 2.

Derivujme rovnost z3 —xz + y = 0 podle x a podle y na U. Dostavame tak

0=3z%zy—2—x2x a 3z%°zy—xzy +1=0. 9.31)

Po dosazeni [x, y, z] = [3,—2,2] mdme z,(3, -2) = % azy(3,-2) = —%. Tedy te¢na
nadrovina ¢ k funkci z v bodé¢ [3, -2, 2] je

2 1
(x,y,2) =245 =3) =g +2), [xy.z]eR’.
Derivujeme-li druhou rovnici v ) podle y, dostavame

6Z(Zy)2 + 3Z2Zyy - nyy =0.

Po dosazeni [x, y,z] = [3,-2,2]az, = —é vyjde zyy,(3,-2) = _%3' *

9.8.31. Piiklad. Necht je funkce z = z(x, y) tiidy C! na né&jakém okoli U bodu
[a. b] a spliiuje na ném rovnici z = x + arctg 2.
(a) Vyjadrete z, pomocix,y az(x,y)naU.
(b) Ukazte, ze pro kazdy bod [a,b], kde b > 0, existuje U a z(x,y) s vyse
uvedenymi vlastnostmi.

Reseni. (a) Necht [x, y, z] spliiuje rovnici z = x + arctg 25 Pokud y =0,z = x

a prava strana rovnosti neni definovana. Tedy y # 0. Jelikoz z — x = arctg z%x’ je

z—x€(-%,%). Proto

y=(2—-x)tg(z—x)>0
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(funkce u tgu je kladnd na (%, ).

Derivujeme-li rovnost z = x + arctg z%x podle x, dostavame
1 y(zx—1)
¥ (z—x)%+y*

Upravou obdrzime

2z =2+ 92+ y) =@ —x)+ >+,
tj. zx = 1 (diky pfedchozim tvahidm vime, Zze (z — x)* + y? + y > 0).

(b) Necht [a, b] € R? spliiujici b > 0 je ddno. Uvazujme funkei f(z) = —z+a+
arctg z%a. Pak f je spojita na (a,o0) a spliuje lim; ., f(z) = %, lim; 00 f(2) =
—oo. Existuje tedy ¢ € (a,00) spliujici f(c) = 0. Uvazujme nyni bod [a, b, c]
a funkci F(x,y,2) = —z + x + arctg z%x Pak F(a,b,c) = 0, F je tifidy C* na
néjakém okoli [a, b, c] a

b
Cc—aZ+b2 =
Dle Véty existuje pozadované okoli bodu [a, b, c] a piislusna funkce z. *

9.8.32. Priklad. Ukazte, ze existuji funkce u = u(x,y) a v(x,u) definované na
néjakém okoli U bodu [1, 2], které jsouna U tifdy C!, spliiujiu(1,2) = 0,v(1,2) =0
a plati pro né rovnice

O (fa.bech = —1 = 0
0z

xe' T Loy =1, ye' TV — L
I+v

Dale vypoctéte u'(1,2) a v'(1,2).
Resend. Uvazujme bod a = [1, 2,0, 0] a funkeci

u
F:lx,y,u,v]— [xe’”“ +2uv—2,ye"7V — —— —2x] .
1+v

Pak F(a) =0, F je tfidy C* na n¢jakém okoli a a plati
@ g@
Gala) G2(a)

xe'tv 4 2y xe#tv 4 oy
1

yer "l — o —yetl + ﬁ
1 1
1 -2

Jsou tak splnény predpoklady Véty . Existuje proto okoli U obsahujici [1, 2]
a V obsahujici [0, 0] takové, ze pro kazdé x € U existuje pravé jedno y = ¢(x) €
V spliujici F(x,y) = 0. Oznacime-li slozky ¢ jako u(x,y) a v(x,y), dostavame
pozadované funkce tfidy C*° na U.

Derivujeme-li nyni vztahy

[x,y,u,v]=[1,2,0,0]

=-3.

xe® TV 4 2uv—2=0
(9.32)

u
u—v __ _2 =O
ye 1—|—‘U X



286

9. FUNKCE VICE PROMENNYCH

podle x, dostavame

TV 4 xe" TV (uy 4 vy) + 2u v + 2uv, =0
_ 1
ye' U (uy —vy) — 002 (ux (1 +v) —uvy) —2=0.

Po dosazeni [x, y,u,v] = [1,2,0,0] mame systém

Ux + vy = —1
Uy — 20, = 2,
jehoz fesenim je u,(1,2) = 0 a vy (1,2) = —1.
Zderivovanim podle y dostaneme

xe" P (uy + vy) + 2uyv + 2uvy = 0

+ ye" "V (uy —vy)

eu—v

- ﬁ (uy(1 +v) —uvy) =0.
Po dosazeni mame rovnice
uy + vy =0
yy —2v, = —1.
Resent je uy(1,2) = —lav (1,2 =1
Proto u/(1,2) = [O,—%] av'(1,2) = [—1,% . -

9.8.33. Priklad. Dokarzte, ze existuji funkce z(x, y), #(x, y), které jsou tiidy C*
na né¢jakém okoli U obsahujicim [1, —1] a splnuji rovnice

1
x2+y2—§zz—t3 =0,
spolu se vztahy z(1,—1) = 2, ¢(1,—1) = 0.
Spoctéte 2" (1, —1).

xX+y+z—-1t-2=0,

Resend. Uvazujme bod a = [1,—1, 2, 0] a funkci

1
F: [x,y,z,t]|—>[x2+y2—522—t3,x+y+z—t—2:|.

Pak F(a) =0, F je tif{dy C* naR* a plati

ThHa) Gha)| |-z -3
2@ 2@ |1 -1

[x,y,z,t]=[1,—-1,2,0]

Jsou tak splnény predpoklady Véty . Existuje proto okoli U obsahujici [1, —1]
a V obsahujici [2, 0] takové, Ze pro kazdé x € U existuje pravé jedno y = ¢(x) €

V spliujici F(x,y) = 0. Oznacime-li slozky ¢ jako z(x,y) a t(x,y), dostavame
pozadované funkce tfidy C*° na U.
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Derivujeme-li nyni rovnice
1
x2+y2—§z2—t3=0
x+y+z—-1-2=0

podle x, mame
2x — 77 — 3%, =0

I4+zx—1tx=0. 9.33)
Po dosazeni [x, y,z,t] = [1,—1, 2, 0] dostivame soustavu
-2z, =0
Zx —tx = —1,

jejimz fesenim je z,(1,—1) = L atx(1,—-1) = 2.
Zderivovanim podle y dostavame

2y — 22y =317, =0

Po dosazeni obdrzime z,(1,—-1) = —1, #,(1,—-1) = 0.
Obdrzené vztahy znovu zderivujeme podle x, y a podle y a dostaneme

2 — (2x)% — 2Zxx — 6t (1) = 3t%t,x = 0
Zxx —Ixx =0,
2= (2y)? — 22y — 6t(ty)* = 3t%t, = 0

Zyy —lyy =0,

—ZyZx — Z2xy — Ottyty — 3%ty =0

Zxy —Ixy = 0.

Po dosazen{ vyjde zxx(1,—1) = txx(1.=1) = 3, 2y, (1,=1) = 1,,(1,—1) = 3
any(l,—l) = txy(l,—l) — % Tedy
1 1
Z”(L_]): [hl, hz] = Eh% =+ h1h2 + 5/1%
&

9.8.34. Priklad. Ukazte, Ze rovnice
x=u+v? y=u*-v’

definuji na jistém okoli bodu [3, 3] funkce u(x, y), v(x, y) tiidy C*°, které splnuji
u(3,3) = 2,v(3,3) = 1. Spoctéte zx,(3,3), pokud z = 2uv.

Resend. Uvazujme bod a = [3, 3,2, 1] a funkci

F:[x,y,u,v]0—>[x—u—vz,y—u2+v3].
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Pak F(a) =0, F je tfidy C* na R* a plati

@ B z'—l 2
S2(a) 2(a) —2u 3V el=33.2.1]
-1 -2
R 2

Jsou tak splnény predpoklady Véty . Existuje proto okoli U obsahujici [3, 3]
a V obsahujici [2, 1] takové, Ze pro kazdé x € U existuje pravé jedno y = ¢(x) €
V splnujici F(x,y) = 0. Oznacime-li slozky ¢ jako u(x,y) a v(x,y), dostavame
pozadované funkce tfidy C*° na U.
Vzhledem k tomu, Ze
Zxy = 2 (Uxyv + UxVy + Uk + UVYy), (9.34)

potiebujeme vypocitat jednotlivé derivace u a v. K tomuto ti¢elu derivujeme rov-
nice
2 _
U—+v-=x
W —v3=y
podle x a podle y. Dostaneme tak systémy
Ux +2vv, =1

2Uuy — 3v2vx =0

Uy +2vvy, =0
2uuy —3v2vy =1.

Po dosazeni mame
3 4 2
ux(3,3) = H,Ux(3,3) = ﬁ,uy(3,3) = —

Dalsim derivovanim obdrzime soustavu
Uyx + 20xVy + 200y, =0

2uxuy + 2Uultyy — 6VVLVy — 3v2vyx =0,

v

jejimz feSenim po dosazeni je

224 68
e =

Diky zaménnosti parcialnich derivaci miizeme dosadit do aobdrzetzyy,(3,3) =

26
121" *

uyx(3a 3) =

9.8.35. Piiklad. Necht C!-funkce u: R? — R spliuje rovnici
xXuy —yuyx = 0.

Zjistéte, jakou rovnici spliiuje na R? funkce u*(r,a) = u(r cosa,rsina), (r,a) €
R2. Vysledek pouzijte k nalezen{ n¢jakého nekonstantniho feeni ptivodni rovnice.
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Reseni. Pomoci Véty mame

Uy = Uy COSK + Uy SIN

R % N %

U, = ux(—rsina) + u,(r cosw).

Vyjadiime uy a u, a dostavame

—ruy = —rcosau, + sinou,
ruy = rsinou, + cosou,,.
Pro r # 0 tak plati
* : k
—Uxy = —COSUU, + — SINAU,
r

uy = sinou; + %cos ouy.
Tedy pro r # 0 plati
0 = XUy — YUy = I COSQUy — I SINQUy = FU,,.
Tedy u’ = 0 naR?\ ({0} x R). Jelikoz je u* tiidy C!, plati tato rovnost na R?.
Nynf staéf zvolit funkci nezévislou na o, naptiklad u*(r, ) = r2. Pak u(x, y) =

x? + y2, [x, y] € R?, je nekonstantn{ fedeni zadané rovnice.
*

9.8.36. Priklad. Necht C2-funkce u: R? - R splnuje Laplaceovu rovnici
Uxx + Uyy = 0.

Zjistéte, jakou rovnici splnuje funkce u™* (r, o) = u(r cos«, r sin @) namnoziné (0, co) x
R.

Resent. Z Ptikladu vime, Ze
9 : _ * 1. *
1u(rcosa, rsina) = cosou, (r, o) — " sinau, (r, )
. . N 1 *
du(r cosa, rsina) = sinou, (r, ) + - cosau,(r,a).
Oznacime f(x,y) = dju(x,y) a

f*(r,a) = f(rcosa,rsina) = du(r cosa, r sina).
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Dosazenim do prechozich vztahti za u = f dostavame

d1u(rcosa,rsina) = dy (d1u(r cosa, rsina)) = d; (f(r cosa, r sina))

= of (r,a) cosa — sina 9f (r,a)
ar r oda
d i 0
= — (f(rcosa,rsina))cosa — sme 9 (f(rcosa,rsina))
ar do
d . sina
=3 (cosaur(r, o) — ug (r, a))
_sine 9 (cosauf(r, a) — slnwu’;(r, oc))
r oo

. sina , sina ,
= cosa | cosau,, + r_ZMO‘ - Tuw

sina [, . . Slno .,  cosa
- Uy, COSQ — SINQU,; — —— Uy, — —U,
r r r
2 1
o x 2 * : * 2
= Uy, COS™ O — Uz, cOSsine + 2 Uaa ST

1 * 2 *
+ —uysin“ o + —u, sina cosa.
r r2

Obdobné vyjde
. * o+ 2 2 *x  : 1 * 2
O2u(r cosa, rsina) = uy, sin” o + ~Upg SINQ COSQX + 3 Yo COS”
* : 1 * 2
— U, SN COS® + —U,. COS™ .
r2 r

Tedy dostavame rovnost

0

d11u(r cosa, rsina) + dxu(r cosa, r sin)

1 1
ok o ox et
_urr + rzuaa + rur'

9.8.37. Priklad.
9.8.38. Priklad. Zjistéte supremum a infimum funkce f na mnoziné M, pokud
fey)=x>—xy+y% M={xy eR* x|+ |y < 1}.

ReSeni. Mnozina M je zjevné omezena a uzaviena, tj. kompaktni (Véta ) Funk-
ce f je tfidy C* na R?, a tedy nabyva na M svého minima a maxima. Mdme
Int M = {[x.y] € R?; |x| + |y| < 1}. Bod podezfely z extrému leZici v Int M musi
spliiovat V f(x, y) = [0, 0] (vizte Vétu @)) .

[2x — y,2y —x] = [0,0].
To nastava pravé tehdy, kdyz [x, y] = [0, 0].
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Dal§i body podeziclé z extrému budeme hledatna dM = {[x, y] € R*; |x| + |y| = 1}.
Hranici M mtizeme popsat pomoci ¢tyr tsecek, napiiklad

My ={[x,1—x]; x €[0,1]}.
Pak funkce g(x) = f(x,1 — x) ma tvar
gx)=x2—x(1—-x)+(1—-x)?=3x2-3x+1, xe[0,1],

ktera ma body podezfelé z extrému v krajnich bodech intervalu [0, 1] a dale v bodé¢,
kde g’(x) =0, tj. v bod¢ % Celkov¢ dostavame [%, %], [1,0], [0, 1] jako body, kde f
muze nabyvat extrému na M.

Podobnym zptisobem popiseme zbyvajici hrany dM a dostaneme dalsi body

1 I 1.1 1

]?[__» ]’[ _]'

_1505 Oa_l sy IT R/ A P
[ L L 22 2272 2

Porovnanim hodnot funkce f ve vech podeztelych bodech zjistime, Ze min f(M) =
£(0,00=0a

max f(M) = f(1,0) = f(0.1) = f(=1,0) = f(0,.-1) = 1.
&

9.8.39. Priklad. Zjistéte supremum a infimum funkce f na mnoziné M, pokud
a>0,b>0a

X
feo =242 M={xy eR% 22 +)7 <1}
Reseni. MnoZina M je zjevné kompaktni, takze C* funkce f na ninabyva svych ex-

trému. Jelikoz V f(x, y) = [%, I%], zadny bod podezfely z extrému nelezi v Int M =
{[x,y] € R?; x? + y? < 1}. Parametrizujeme 0M jako dv¢ pilkruznice

M; = {[x, V1 —x2]; x €0, 1]}, M, = {[x,—«/l —x2]; x €0, 1]}.

Pak funkce f|p, ma tvar

V1 = x2
g(x)=f(x,VI—x2)=f+ lbx, x €[0,1].
a
Jeji derivace je rovna
, 1 x
X)=—-————, x€(0,1).
ST D

Tedy pokud g’(x) = 0, pakx = iﬁ. Mame tedy podezielé body [iﬁ, J#W]
Zahrneme jesté¢ do tivahy krajni body [1,0] a [-1, 0].
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b

Pri vySetfovani f na M, nam vyjdou body [+ T _Ja;+b2]' Porovnanim
hodnot ve vSech podezielych bodem zjistime, ze
/731 )2
minf(M)=f(— A )=— i
Va2 +b2 a2 +b? ab
24 2
maxf(M):f( b ’ a )ZVa +b.
Va2 +b? Va2 + b2 ab
&

9.8.40. Priklad. Zjistéte supremum a infimum funkce f na mnoziné M, pokud

foy2)=x>+y2+z22+2x+4y -6z, M =R>
Reseni. Mno%ina M neni omezena. Vzhledem k tomu, e

[y )=+’ +(+2°+@—-3)°—-14, [x.y.z] €R>
nabyva f svého minima min f(M) = —14 v bodé¢ [-1, =2, 3]. Jelikoz
nll)rgo f(n,—2,3) = o0,

supremum f na M je rovno oo. *
9.8.41. Priklad. Zjistéte supremum a infimum funkce f na mnoziné M, pokud
Fx,y.z2)=(x+y+2z)e G232 pr — {[x.y.z2]€eR* x>0,y >0,z>0}.
Reseni, Funkce f je tfidy C* na R3aM = {[x,y,z] eR3 x>0,y>0,z> O}. Ze

spojitosti f na R? plyne rovnost sup f(M) = sup f(M) a inf f(M) = inf f(M).
Vysettime nejprve body podezielé z extrému, které lezi v IntM = M.V téchto
bodech musi byt V f(x, y,z) = o, tj.

OB —(x+y+2). 1-2(x+y+2).1-3x+y+2)] =o0.

Tato soustava vSak nema fesent, a tedy v M zadny bod podeziely z extrému nelezi.
Uvazujme nyni jednu ze ,,stén” tvotici dM, naptiklad

My = {[x,y,0]; x>0,y > 0}.
Pak mdme funkci g(x,y) = f(x,,0) = (x + y)e"* ) na N = {[x,y] e R?; x >
0,y > 0}. Jako vyse dostaneme, ze g nema v Int N podeziely bod. Musime tedy
uvazovat IN = Ny U N, kde
Ny ={[x.0: x =0}, N> ={[0,y]: y =0}.
Funkce 2(x) = g(x,0) = xe™, x € [0, 00), ma bod podeziely z extrému v 0 a v bo-
dé, kde 7' (x) = e7*(1 —x) =0, tj. vx = 1. Dostavame tak body
[0,0,0],[1,0,0].

V mnoziné N, dostavame dalsi podezriely bod [0
mnoziny N.

Zbyvajici stény tvotici 9M poskytnou bod [0,0, 3].

1

» 5-0]. Tim mame vyfesenu otazku
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Funkce f je zjevné nezaporna na M, tedy
inf f(M) = min f(M) = f(0,0,0) = 0.
Zbyva dokazat, ze
sup f(M) = max f(M) = £(1,0,0) = e~ L.
K tomuto uéelu uvazujme odhad

X+y+z

T [x.y.z] € M. (9.35)

f(x.y.2) =
Jelikoz lim; o0 = = 0, existuje r > 1 takové, ze Jr < e~!. Uvazujme mnoZinu
K={x.y.zle M; x+y+z=r}.
Pak K je omezena a uzaviena, tedy k&;ktm’. Funkce f tedy nabyva na K svého

maxima, pficemz z vypoctl vyse a plyne, ze max f(K) = f(1,0,0). Diky
dile mame, 7e max f(K) = max f(M). Tim je dikaz dokonéen. *

9.8.42. Priklad. Urcete supremum a infimum funkce f na mnoziné M, kde
[y =G+ +@-p>+z. M=[L1]x[-1L1]x[-11].

Reseni. Mnozina M je zjevné kompaktni a f je tfidy C* na R>. Proto nabyva
na M svych extrému. Pokud x,y,z1,22 € R splnuji z; < z2, pak f(x,y,z1) <
f(x,y.22). Tedy f nabyva své maximum na M; = [—1,1] x [-1, 1] x {1} a mini-
mum na M, = [-1,1] x [-1,1] x {—1}.

K uréeni maxima tak vySetfujeme maximum funkce g(x,y) = (x + y)? +
(x —y)? +1 = 2x2 + 2y? + 1 na mnoziné [—1,1] x [-1,1]. Jelikoz g(x,y) =
2dist([x, y]. [0, 0])* + 1, vidime, Ze body v [—1,1] x [—1, 1] nejvzdilenéjsi od po-
¢atku jsou [1, 1], [-1, 1], [-1, —1], [1, —1].

Podobné postupujeme pii hledani minima a dospéjeme k bodu [0, 0]. Tedy

min f(M) = £(0,0,—1) = —1,

max f(M) = f(1,1,1) = f(1,=1,1) = f(=1,—1,1) = f(=1,1,1) = 5.

9.8.43. Priklad. Urcete supremum a infimum funkce f na mnoziné M, kde
fy)y=x+y, M={xyleR* x*+y>—2xy=0,x>0,y>0}.

Reseni. Mno%ina M je ztejm¢ uzaviena. Diky Prikladu vime, ze M je omeze-

na a tedy je kompaktni. Funkce f je spojita, a tedy nabyva na M svych extrémad.

Pouzijeme Vétu proG =R*, m=1ag(x,y) = x>+ y3—2xy. Plad
Vg(x7y) = (3X2 _2yv3y2 _2x)’

a tedy Vg(x,y) = (0,0) pravé tehdy, kdyz [x, y] = [0, 0]. Tim jsme ziskali podezte-
ly bod z extrému prvniho druhu. Protoze V f(x, y) = (1, 1), dostavame soustavu
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rovnic
1+A(3x2=2y)=0

1+A3y*>—2x)=0
x4+ yd—2xy =0.
Z prvni rovnice plyne, ze A # 0. Odectenim druhé rovnice od prvni dostaneme
3x2 —3y? =2y —2x,
tj.
x=»@Bx+y)+2)=0.

Vzhledem k tomu, zZe uvazujeme pouze body v prvnim kvadrantu, plyne odtud
y = x. Po dosazeni do treti rovnice obdrzime

x=y=0 nebo x=y=1.
Tedy
max f(M) = f(1,1) =2, min f(M) = f(0,0) = 0.
*

9.8.44. Priklad. Zjistéte supremum a infimum funkce f na mnoziné M, pokud
f,y)y=xyz, M={x.y.z]eR* x> +)y>+z22=1x+y+z=0}.

Reseni. Mnozina M je zjevné kompaktnia f je tiidy C*°(R?). Pouzijeme Vétu
pro funkci f avazebni funkce g1(x,y,2) = x>+ y*+z2—lagy(x,y,2) = x+y+z.
Jelikoz
Vgl(x,y,z)=2[x,y,z], ng(xa)%z):[l’l,l]’
jsou vektory [x, y,z] a[l, 1, 1] linearné zavislé pravé tehdy, kdyz x = y = z. Takovy
bod vsak spliiuje rovnice g1(x,x,x) = 3x2 =1 = 0 a g2(x,x,x) = 3x = 0, coz
nelze.
Jelikoz V f(x, y,z) = [yz, xz, xy], fe§ime tuto soustavu rovnic:

Y2+ A2x4+ 1, =0
X2+ A2y +A=0
Xy 4+ 2121224+ 242,=0
4y +zi=1
x+y+z=0.
Odectenim prvni rovnice od druhé dostavame
—z(x —y) +2A1(x —y) = 0.
Odtud plyne, ze musi byt x = y nebo z = 21;. Podobn¢ odectenim tieti rovnice
od druhé obdrzime
—x(y—2)+20(y—2)=0.
Toto dava x = 21, nebo y = z. Dostavame proto, ze musi byt bud x = y nebo
y = z nebo x = z. Podivejme se nejprve na pripad x = y. Z paté rovnice mame
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z = —2x, coz po dosazen{ do &tvrté rovnice dd 6x? = 1. K bodiim x = +

s

dopocitame y a z. Piipady y = z a z = x pak vyfesime obdobné. Obdrzime tak
tyto podezrelé body:

SR
el ralwwr)

Vypoctem hodnot f vjednotlivych bodech zjistime, ze f nabyva maxima v bodech

z prvniho fddku a minima v bodech druhého radku. Fy
9.8.45. Priklad. Zjistéte supremum a infimum funkce f na mnoziné M, pokud
fx.py.2) =x*+2xz+y*+z, M ={[x,y.z] e R* x>+ )y + 2> =1L, x = y? + 2%},
Reseni. Mnozina M je zjevné kompakeni a f je tfidy C*°(R?). Nabyva tak na M
svych extrémt. PovS§imneme si, ze bod [x, y,z] € M spliuje x > 0 a zaroven pro
n¢j plati x24+x—-1=0, . x = % <\/§— 1). Oznaéme a = % («/g— 1). Pak lze M
popsat jako
{la.y.z] € R? a = y* +2%}.
Tedy extremalizujeme funkci
g(r,z2) = fla,y,z) =a* +2az+y* +z
na kruznici
N ={[y.z] e R* a = y* + z?}.

Na tuto tlohu pouzijeme Vétu 0.5.8. Vazebni podminka g(y,z) = y2 4+ 22 —a ma
gradient roven Vg(y, z) = [2y,2z], ktery je roven o pouze v pocatku, coz viak neni
prvek N. Musime tedy vyfesit soustavu

2y +A2y =0
2a+1+A22=0
y 42 =
Z prvni rovnice odvodime A = —1 nebo y = 0. Pokud y = 0, z tfeti rovnice mame

z = £/a. Pokud A = —1, druha rovnice implikuje z = a + % Dosadime-li do treti
rovnice, mame

1\2 1
2 2 2
—qg—z7*=q— _ =—a?-- <0,
y a—2z a (a+2) a 4

cozZ je nemozné.

Dostali jsem tedy dva podezielé body
[avo’ \/(/_117 [asov_ﬁ]'

Dosazenim zjistime, Ze v prvnim bod¢ nabyva f maxima a v druhém minima. &
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9.8.46. Priklad. Zjistéte supremum a infimum funkce f na mnoziné M, pokud
f(x,v,2) =10z +x—y, M= {[x,y,z] eR¥: xX24+y24+22<l,x+y 20}.
Reéseni. Mnozima M je zjevné kompaktni a f je tifidy C*®(R?). Rozdélime M na

mnoziny
My =1IntM = {[x,y,z] eR¥: x2+y24+22<l,x+y >0},
M, = {[x,y,z] eR}: x*+y2+z22=1Lx+y >0},
Mz = {[x,y,z] e R3; x2+yz+z2 <lL,x+y =O},
My ={x.y,2] eR* x>+ >+ 2> =1.x+y =0}.
Jelikoz V f = [1,-1,10], nema dle Véty funkce f v M; bod podezrely
z extrému.
Pouzijeme nyni Vétu pro
G={xyz]eR x+y>0}

a vazebni funkci g(x, y,z) = x2 + y? + z% — 1. Jelikoz Vg(z, y, z) = [2x,2y,2z], je
Vg nenulovy na mnoziné {x € G; g(x) = 0}. Musime tak vyresit soustavu

1-2Ax =0
—1-22y=0
10-2Az =0

X+ yP 422 =1
Zjevné plati A # 0. Dostavame tak

1 1 )
x_ﬁ’ y_ﬁs Z—X
Tedy
x+y=0,

coz znamena, ze [x, y,z] ¢ G. Nemame tak zadny podezfely bod lezici v mnoziné
M.
Uvazujme nyni mnozinu M3. Pro body [x, y,z] € M3 plati y = —x, tj. 2x% +
z? < 1. Extremalizujeme tak funkci
h(x,z) =10z 4+ 2x
na mnoziné
N ={[x,z] e R*; 2x* + 2> < 1}.
Jelikoz Vi = [2,10], nema i v N bod podezfely z extrému.
Zbyva nam tak mnozina M. Pouzijeme-li rovnost y = —x, dostavame extre-
malizaci funkce
h(x,z) =10z + 2x

na mnoziné
N = {[x,z] e R* 2x? + 2 = 1}.
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Evidentn¢ neexistuji v N podezielé body prvniho druhu. Resime tak soustavu

2—Ax =0
10—-A2z2=0
22+ 72=1.

Z prvni a druhé rovnice mame A # 0, a tedy x = ﬁ, z = % Po dosazeni do tfeti

rovnice dostavame

51
A=
2

Mame tak body

1 1 10 1 1 10
[\/102’_\/102’ \/102} ’ [_ V102’ ~/102’_~/102} '
V prvnim z nich ma f maximum o hodnoté¢ /102, v druhém minimum o hodnoté
—+/102. &
9.8.47. Priklad. Zjistéte supremum a infimum funkce f na mnoziné M, pokud

fy)y =y, M={xy]eR* (*+y*)* -2~y =0}.
Reéseni. Mnozina M je zjevné uzaviend a f tifdy C*®°(R?). Mnozina M je téz ome-
zena. Vskutku, uvazujme libovolné a = [x, y] € M. Zapisme ho v polarnich sou-
fadnicich jako [r cosa, rsina], kde r > 0 a « € [0, 27). Pak a spliuje rovnici
0=r*—2r%(cos® « — sin’ a).
Uvazujeme-li a # 0, mame rovnost
r? = 2cos(2a).
Tedy r < V2. Proto je mnozina M obsazena v kruhu o stiedu 0 a poloméru v/2.
Funkce f tak nabyva na M svych extrémi. Pro vazebni funkci g(x, y) = (x? +
y2)? —2(x? — y?) plati
Veg(x,y) = [4)6()62 + 32— 1), 4y(x2 + y* + 1)] =0
pravé tehdy, kdyz [x, y] = [0, 0].
Dile fe$ime soustavu
Mx(x*+y>=1)=0
1—My(x*+y*+1)=0
(x%+yH? —2(x>—y?) =0.
Prvni dvé rovnice implikuji A # 0. Pokud x = 0, pak ze tfeti rovnice plyne y = 0.
Pak v§ak neplati druha rovnice. Tedy x # 0, coz dava x? + y? = 1. Ze tfet rovnice

tak mame x? — y? = %, coz spolu s rovnosti x? 4+ y? = 1 ddvé body

31| [=V3 1| [V3 1| [-v3 1
2021 2 20 2 2 2 2|
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Tedy

o= (88 (£
a

s (23) (291

&»

9.8.48. Priklad. Zjistéte supremum a infimum funkce f na mnoziné M, pokud
f.y)=x+y, M={x.y]eR* 4y’ -4y + x> =0,y 2 0}.

Resen, Nejprve ovéfime, ze (zfejmé) uzaviena mnozina M je omezena. Necht {[x,, y,]}
je libovolna posloupnost bodt v M splnujici ||[xp., ya]|| = oo. Pokud y,, — oo pro
néjakou podposloupnost {y,, } (pfipomenme, ze y, > 0 dle definice M), plati

0=x7 + 4y, p, — 1) = 4yn (v, — 1) = oo
coz je ztejmy spor. Tedy {y,} je omezena posloupnost. Pak je ale i {x,} omezena,
nebot v pripadé néjaké podposloupnosti {x,, } spliujici |x,,k | — 00 mame
0= xr%k + 4ynk(yr%k - 1) — 00,

tedy opét spor. Proto je M omezena mnozina.
Rozdélime M na mnoziny

My = {[x,y] € R*; 4> —4y + x> =0,y > 0},
My = {[x,y] € R?; 4y® —4y + x2 =0,y = 0} = {[0,0]}.
Pro mnozinu M; pouzijeme Vétu , kde
G={[x,y]€R2; y>0}.
Snadno zjistime, Ze podezielé body prvniho druhu neexistuji. Regime tak soustavu
2x +A2x =0
14+1(12y2—-4) =0
4y3 —dy + x* = 0.
Pokud x = 0, mame z tfeti rovnice y = 1, tj. bod [0, 1]. Pokud x # 0, plati A = —1.

Tedy druha rovnice dava y = %\/g Z tieti rovnice pak dopocteme body

7\/?1\/? 7\/?1\/?
6V32V3 |’ 6V32V3

Maximum nabyva f v téchto bodech, minimum pak v [0, 0].
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9.8.49. Piiklad. Naleznéte C2(R?)-funkei z(x, y) spliujici

a
_Z:x-|—y, [x,y]eRz,

dxady
pricemz pro ni plati z(x,0) = x az(0,y) = y2.
Reseni. Funkce

X2
u(x,y) = - tyx+ ®o(y),

kde ¢o je spojité diferencovatelna funkce, zjevné spliuje uy = x + y. Tedy
2

2
2 y) = S+ 55 4 00) + Y ().

kde ¢ je primitivni k ¢g, ¢(0) = 0a ¢ je tiidy C', splituje z,, = u. Tedy zyx = x + .
Jelikoz

x =2z(x.0) =¥ (x)

¥ =200y) = o(y),
mame
X2 zx
Z(x,y)=—y+y—+y2+x.
2 2
»

9.8.50. Priklad. Rozvinte funkci f(x,y) = x” do Taylorova polynomu fadu 2 na
okoli bodu [1, 1].

Reseni. Potitejme pro [x, y] € (0, 00)2:
fro = yx¥7L fy = xVlogx
a dale
fex =y =Dx"72 fuy = (1 +ylogx)x*™!, f,, = x” log® x.
Tedy f(1,1) =1, VA(1,1) = [1,0] a

F(11) = ((1) (1))

TPy =1+ G-+ @x=-1(y-1).

Proto

9.8.51. Priklad. Vysetrete extrémy funkce

flx,y) = x? +xy + y2 —4logx —10logy, [x,y] € (0, 00)2.
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Reseni. Mame

4 10
Vf(x,y)=|:2x+y—;,2y+x—7j|.

Soustavu
4
2x+y=—
x
10
X+2y=—
y
upravime na soustavu
2x2% 4 yx =4
xy +2y? = 10.

Odectenim rovnic dostdvame y? — x% = 3, tj. y = +/3 + x2. Po dosazeni do druhé

rovnice mame
23 + x?) + xv/3 4+ x2 = 10.

Refenim této rovnice je bod x = 1,a tedy y = 2.

Dale je
. 24+ & 1
f (X,J’)=( 1x2 2+ﬂ)»

raa=(7 )

Z pozitivni definitnosti této matice nyni vyplyva, ze f mav [1,2] lokalni minimum
o hodnoté m = 7—10log2. Ukazeme, ze se jedna o globalni minimum.

Jelikoz
1 |
f(x,y)ZX(x—4%x) +y(y—10 Ofy),

existuje ¢; > 0 takové, Ze pokud max{x, y} > ¢, pak f(x,y) > m. Dale plati

a tedy

f(x,y) > —4logx —10log y.

atedy existuje ¢z € (0, ¢q) takové, ze f(x, y) > mkdykoliv0 < min{x, y} < ¢;. Tedy
f(x,y) > m, kdykoliv [x, y] € (0,00)?\ ((¢2. ¢1) X (2, ¢1)). Na kompaktni mnozin&
[c2,c1] X [c2,c1] nabyva f svého minima. Vzhledem k predchozim tvaham je bod
[1,2] jediny kandidat na toto minimum.

Tedy f mavskutkuv [1, 2] globalni minimum. Zjevné také plati sup f(D(f)) =
00. a

9.8.52. Priklad. Vysetiete lokalni extrémy funkce

fx,y)=x>+y3+23—3xy —3xz—3yz, [x.y,z] € R%.
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Resent. Jelikoz
Viix,y,z)= [3x2 -3y — Elz,3y2 —3x —3z,3z2 — 3x —3y] ,

resime soustavu

X“=y+z
yVi=x+z
2.2=x+y.

Odectenim druhé rovnice od prvé dostavame
x2—y2=y—nx.
Ve v/ v 7’ v Ve . 2 v
Tedy x = y nebo x + y = —1. V prvnim pifipad¢ mam ze tfeti rovnice y = %-, coz
po dosazeni do druhé rovnice dava

Z?-FZ.

Pokud z = 0, mame podezfely bod [0,0,0]. V opa¢ném ptipadé plati

v 72
4

0=2z3-27-4=(z-2)(%2+22+2),

z = 2 a mame bod [2,2,2]. Pokud x + y = —1, mame ve tfeti rovnici vztah
= —1, coz nelze. Tedy body [0,0,0] a [2,2,2] jsou jediné podezielé z lokalniho
extrému.

Jelikoz

tj.
Z2

6x -3 -3
f”(-x,y,Z): -3 6_)/ =3 s
-3 -3 6z
plati
0 -3 -3 12 -3 -3
£70,000=1-3 0o =3, r'e.2.2=|-3 12 -3
-3 -3 0 -3 -3 12

Prvni matici upravime pomoci symetrickych elementarnich dprav na matici

6 0 O
0 -3 0],
0 0 12

ktera je indefinitni, a tedy f nema v [0,0, 0] lokalni extrém. Druhou matici preve-
deme na

+ 0 0
0 %2 o],
0 3 24

5
coz je pozitivné definitni matice. Funkce f ma tak v [2,2,2] lokalni minimum. &
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9.8.53. Priklad. Necht X =R2,Y =R?2,Z =R, p0a o jsou eukleidovské metriky
naR?art je eukleidovska metrika na R. Necht zobrazeni F : R2 >R je definovano
predpisem

2 i
Flx.y) = ﬁ, pokud bud x # 0 nebo y # 0;
0, pokud x =y =0.
(a) Necht k € R, k # 0. Dokazte, ze
lim F(x,kx) = 0.
x—0

(b) Dokazte, ze

1
lim F(x,x?) = =.
Jim Flex®) =5

9.9. Pocetni priklady k metrickym prostoriim

9.9.1. Priklad. Vysetrete otevienost, uzavienost a omezenost mnoziny
M = {[x,y] € R?: 9x? + 4y? < 36).

Reseni. Vime, Ze polynomy jsou spojité funkce, a proto je f(x,y) = 9x? + 4y?
spojita funkce z R? do R. Zadana mnozina se da zapsat jako

M = {[x.y] € R*: f(x,y) € [36,00)} = f~'([36,00)).

Z Ptikladu B.3.9(a) vime, Ze interval [36, 00) je uzaviena mnozina v R. Podle V¢é-
ty je tedy M uzaviena mnozina, nebot je to vzor uzaviené mnoziny pfi spoji-
tém zobrazeni.

Zadana mnozina je elipsa, a proto je omezena. Formalné miizeme napiiklad
ze zadané nerovnosti usoudit x? < 9x2 + 4y2 < 36,a tedy x € [—6,6]. Podobné
z nerovnosti y? < 9x? + 4y? < 36 odvodime y € [-6,6]. Tedy M C [-6,6]*> C
B([0, 0], 10), coz ukazuje omezenost M. *

9.9.2. Priklad. Vysetfete otevienost, uzavienost a omezenost mnoziny
M = {[x,y] e R?: xy > 1}.

Reésend. Funkce f(x,y) = xy je polynom, a tedy spojita funkce. Zadana mnozina
se dd napsat jako M = f7!((1, 00)). Mnozina (1, 00) je oteviena, a tedy podle Pri-
kladu je M oteviena jakozto vzor oteviené mnoziny pii spojitém zobrazeni.

Pro k € N,k > 1, snadno vidime, ze [k, k] € M, ale dist([k, k],[0,0]) — oo.
Zadana mnozina neni tedy obsazena v zadné kouli, a proto neni omezena. Fy

9.9.3. Priklad. Vysetrete otevienost, uzavienost a omezenost mnoziny

M = {[x,y,z] € R®: x* + 6x + y> — 8y + 2> + 10z = 0}.
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Reseni. Funkee f(x,y,z) = x2 4 6x + y2 —8y 4+ 22 + 10z je polynom, a tedy spojita
funkce. Zadand mnozina se da napsat jako M = f~!({1}). Jednobodovd mnozi-
na {1} je uzaviena, a tedy podle Véty je M uzaviena jakozto vzor uzaviené
mnoziny pii spojitém zobrazeni.

Zadanou rovnost si miizeme prepsat jako

(X +3)*+ =4+ (2 +5)? =50,
odkud snadno vidime

|x + 3] < V50, |y — 4] < +v/50a |z + 5] < V/50.

Tedy
M C [-3 = /50, -3 4+ +/50] x [4 — v/50,4 + +/30] x [-5 — /50, =5 + v/50]
c B([0,0,0],30)
z ¢ehoz dostaneme omezenost M. ry

9.9.4. Priklad. Vysetfete otevienost, uzavienost a omezenost mnoziny
M={xyz]eR¥:x2+y*+z2<lax+y>1}.
Resend. Zadefinujme si mnoziny
My ={x,y.z]eR¥: x>+ y?+22<1l}aM, ={[x,y,z]eR3*: x+y>1}.

Snadno vidime, ze M = MyNM,. Funkce f(x,y,2) = x2—+—y2+zzje spojita, a tedy
je My = f71([1,00)) uzaviend mnozina podle Véty P??. Dale g(x,y,z) = x +y
je spojitd funkee, a tedy je M> = g7!([1, 00)) uzaviend mnozina podle Véty PP?.
Podle Véty ??? je tedy i M = M N M, uzaviena jakozto prinik dvou uzavienych
mnozin. Z

M c My = B([0,0,0],1) C B([0,0,0],2)

snadno dostdvame omezenost M. *
9.9.5. Priklad. Vysetrete otevienost, uzavienost a omezenost mnoziny
M:={xy,z]eR¥ x+y+z=5axy+xz+yz =8}
Resend. Zadefinujme si mnoziny
My ={x.y.z2]eR¥ x+y+z=5aM, ={[x,y.z] e R¥: xy + xz + yz = 8}.

Snadno vidime, ze M = M; N M,. Funkce f(x,y,2) = x +y + 2 = 5 je spojita,
a tedy je My = f~'({5}) uzaviend mnozina podle Véty PP?. Dale g(x, y,z) = xy +
xz+yz je spojitd funkce, a tedy je M> = g~' ({8}) uzaviend mnozina podle Véty PP?.
Podle Véty ??? je tedy i M = M N M, uzaviena jakozto prinik dvou uzavienych
mnozin.

Dukaz omezenosti této mnoziny je trochu slozit¢jsi. Ze zadanych dvou rovnos-
ti snadno usoudime, zZe

9=25—-16=(x~+y+2)?—-2(xy +x2+ yz) = x>+ y> + 72
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Zadana M je tedy podmnozina sféry se stfedem v [0,0,0] a poloméru 3. Odtud
ithned vidime, ze M C B([0,0, 0], 4), odkud plyne omezenost M. Fy
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