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Uvod
Tato sbirka obsahuje ulohy z rtiznych oblasti matematiky, které byly zadavany jako domaci ukoly a jako
testové ulohy cviceni Matematické analyzy pro fyziky I — IV. Dusledkem je i jeji ¢lenéni, jedna kapitola
typicky odpovida jednomu pocetnimu prikladu u zkousky. Cilem sbirky je poskytnout studenttim Sirokou

*

Skalu uloh k procviceni. Symbolem

oznacuji ulohy, jejichz reSeni typicky ukazuji na cviceni.

Ostatni

povazujte za soucast Vaseho Portfolia. Pro dalsi ulohy vizte niZe:

Limita a derivace

e Limita posloupnosti [Dém kap.I §2][Ber 245.-267.][Kop_I
kap.2][Kuz §1.3 Z1.-6., Z20.]

e Limita funkce [Dém kap.I §5,7][Ber 268.-401.][Kop_I
kap.3][Kuz §1.3 Z7.-20.]

e Derivace [Dém kap.II §1-5][Ber 466.-773.,
1006.-1052.][Kop_I kap.4][Kuz §2.3 Z1.-14., Z17.-18.,
Z20.]

e TecCna, normala, aplikace derivace

e Derivace inverzni a parametrické fce

e I'Hospitalovo pravidlo [Dém kap.II §9][Ber 1324.-1370.]
[Kop_I kap.5]

e Taylortv rozvoj [Dém kap.II §10][Ber 1498.-1528.][Kop_I
kap.5]

Primitivni funkce [Dém kap.IllI|[Ber 1676.-2230.][Kop_I
kap.7][HolKa kap. 1][Kuz §4.3 Z1., Z3., Z5.-7., Z13.]

Integral

e Vypocet integralu [Dém kap.IV §1-4][Ber 1592.-1675.,
2231.-2346., 2366.-2454.][Kop_I kap.8][HolKa kap.
2][Kuz §4.3 Z2., Z4., Z8.-12.]

e Aplikace integralu [Dém kap.IV §5-11][Ber
2455.-2726.][Kop_I kap.8][HolKa kap. 3][Kuz §4.3 Z14.-
22.]

Hlubsi vlastnosti funkci

e Monotonie [Dém kap.Il
1267.-1317.]

e Extrémy [Dém kap.II §11,13][Ber 1185.-1259.]

e Priibéh funkce [Dém kap.II §12][Ber 1371.-1481.][Kop_I
kap.6][Kuz §3.3]

§6-8][Ber 1152.-1184.,

Diferencialni rovnice

e Separabilni [Ber 3902, 3905]

e Homogenni [Ber 3938, 3940, 3985, 4025]

e Linearni na variaci [Ber 3955, 3957][Kuz 92/4/17,

92/4/24]

e Bernoulliova [Ber 4038, 4042, 4045][Kuz 93/6/2,
93/6/8]

e Autonomni [Ber 4192, 4194, 4195][Kuz 98/11/4,
98/11/24]

e Linearni s KK se specidlni pravou stranou [Ber 4322,
4319, 4277]

e Linearni s KK na wronskian:
103/16/29]

e Eulerova: [Ber 4242, 4292]

[Ber 4281, 4282][Kuz

Rady

e Nulita [Dém 2673]

e Srovnavaci a limitni Kkritéria [Dém 2586, 2588, 2589.1,
2626][Ber 2747, 2753, 2770][Kuz 107/2/12, 108/3/1,
108/3/3, 109/3/21]

e Podilové/Odmocninové Kkritérium [Dém 2587, 2589,

2589.2][Kuz 110/4/31, 110/5/9]

Integralni kritérium [Dém 2617, 2618, 2632]

Gaussovo Kkritérium [Dém 2601, 2605, 2638, 2645]

Absolutni konvergence [Dém 2595, 2596, 2664]

Leibnitzovo, Dirichletovo a Abelovo kritérium [Dém 2667,

2668, 2690*][Kuz 114/7/30]

Rozvoj O [Dém 2677, 2680, 2681]

e Mocninné rady [Dém 2816, 2819, 2826]

Diferencialni pocet funkci vice proménnych

e Limita [Dém 3183.1., 3188, 3203][Ber 3004, 3005, 3006]

e Totalni diferencial [Dém 3238, 3241, 3243, 3251, 3252,
3253]

e Implicitni funkce [Dém 3399.1, 3402, 3405][Ber 3158,
3324]

e ODR ve tvaru tot. dif. [Ber 4050, 4059 u = u(y), 4060
p=p(x), 4061 u = p(x), 4088 pn = p(x/y)] (integryrujuscij
mnozitel = integracéni faktor)

e Lokalni extrémy (Hessova matice) [Dém 3625, 3626,
3633, 3642][Ber 3268]

Absolutni extrémy funkci vice proménnych
e Jen parametrizace [Dém 3675][Ber 3281, 3283]
e Lagrangeovy multiplikatory [Dém 3676, 3678][Ber 3282]

Variaéni pocet [Kop_II kap.4]

Stejnomérna konvergence

e [Ber 2817.-2824.][Dém kap. V §4][HolKa kap. 13][Kop_II
kap. 6]

e Zamena limity/rady/integralu dle SK [Ber 2833.-2836.]

Integrilni pocet vice proménnych

e Fubiniho véta [Ber 3466.-3769.][Cer kap.20][Dém
kap.VIII §1-10][Kop_III kap.2]

e Lebesgueova a Leviho véta [Dém kap.VII §1-2][Kop_III
kap. 1.3]

e Feynmanova metoda na integraly s parametrem [Cer
kap.20][Dém kap.VII §3][Kop_III kap. 3]

e Krivkovy integral 1. druhu [Ber 3770.-3805.][Dém
kap.VIII §11][Kop_III kap. 4]

e Krivkovy integral 2. druhu [Ber 3806. - 3844.][Dém
kap.VIII §11-12][Kop_III kap. 4]

e PlosSny integral 1. druhu [Ber 3876. -3886.][Dém
kap.VIII §14][Kop_III kap. 4]

e PloSny integral 2. druhu [Ber 3887. - 3900.][Dém

kap.VIII §14-17][Kop_III kap. 4]

Fourierovy fady a transformace

e Rady [Ber 4366. - 4395.][Cer kap.
§6][HolKa kap. 15][Kop_IV kap. 1]

¢ Transfomace funkci [Kop_V kap. 2 §2.C]

e Transfomace temperovanych distribuci [Kop_V kap. 2
§2.C]

20][Dém kap.V

Komplexni analyza [Kop_IV kap. 2][Bec]

Distribuce [Kop_V kap. 2 §2.B]

Specialni funkce [Kop_V kap. 2 §2.A][Dém kap.VII §4]
Zkratky

[SPok]
[Kop_I-V]
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Zakladni poznatky

Viétovy vzorce a Hornerovo schéma

RozlozZte polynom na soucin korenovych faktort

(1)*x%2 —x— 12 (3) 3x>+11x—4 (5) x®*+11x+30 (7) 2x3+3x2—11x—6
(2)*2x2 —x— 1 (4)*x°—4x*+2x34+2x%>4+x+6  (B) x> — 19x + 30

Nerovnice
Q) x—1/+x+1/>2 (4) x> +4x—8 < |x+ 2| (7) x2=5Bx+1|>x>2—x+3 (9) |x>+3x+1|<x>+Vx+1

(2)

‘>2 (8) x* +3x+2|>1 8)*[x* —2x* — 7x + 11| < (10) |x* + 3x — Vx+2| >

2 — 7+ 10 x3—4x2 +5x—5 24+ x+Vx+2
6) ———————— <0
3) vV8+2x—x%>6-—3x (6) x2 —6x+9

x+4

Komplexni ¢isla

V nasledujicim pfedpokladame z =x +iy =rZax € C, kde x,y e R,r >0, € [0,2n),n € N={1,2,3,4

R
(1)* Dokazte, Ze pro soucin komplexnich ¢isel v R ) 2 1\2
polarnim tvaru rZa = r(cos « + i sin ) plati (4)* Dokazte H (1—2zcos 27 +2%) = ( 21 )
k=1
(@) (r£a)(s£B) = (rs)L(a + B), int:

Hint: Na obou stranach jsou polynomy, cili staci
dokazat pro z=x>0, kde uzijete kosinovou vétu.

(b) (r£x)/(s£B) = (v/s)L(x— B).

2) Spoctéte: (a) 2/(1 — 3i 1+1i!23 (¢) (2—1)10 nl n
(2) Sp (a) 2/(1-30) () © (2—1) © Upravie @ T[sm™ @ [Teos 2
(3)* Dokazte pro libovolné j € {0,1,2,...,n— 1} k=1 n =

n—1 . n—1 .

Z sin 27kj =0, Z cos 27kj =ndno

k=0 n

Hint: z; —cos@—H sin=—— 2”’ je korenem jisté rovnice.

Dukaz indukci, Binomicka véta

Uzitim indukce dokazte pro libovolné n € N ={1,2, 3,4,...} (neni-li uvedeno jinak)
(1) 3/4"—1 (4) n"*!

>Mnm+1)" n>3 7 Xio(p)=2"
3,03 2 1 nom n
(2 1°+2%+ 4 = (142440 B) Z+ 5+ z5t H RSV @) Y, (D)=
LA T - @ 04 <o

9 Yo (GO ) =4n
Realna ¢isla
Necht A, B, M1, M3 jsou realné mnoziny.

(1)*Dokazte, f(M1) \ f(M;) C f(M;\ M2) (5) Definujme A+ B ={x+y | x € A,y € B}. Dokazte

sup(A + B) = sup A + supB.
(2)* Dokazte, kdyZz ¢ a { jsou prosté, pak 1V o ¢ je Pl ) P P
prosta. (6) Necht f, g jsou shora omezené realné funkce na
, . o - 5 5 intervalu (0,1) ¢ Dy N D,. Nadto Vx € (0,1) :
(3) Ne?ht M _]60 kone¢na mnozina. DokaZte, Ze pro f(x) < g(x). Dokazte, ze pasii
pocet prvki mnoziny vSech jejich podmnozin

plati vztah |exp M| = 2/M!

. supf < supg.
(4)* Dokazte, Ze sup A < sup(A UB) (0,1) (0,1)
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Limita a derivace

V nasledujicim predpokladame o« € R,v >0

Vypocet z definice

Ukazte z -6 definice: (1)* (2)* lin% Vx=3 (3)
X—

limil=1 (4)

x—1%

lim =0

lim x> =8 —
Xx—2 X—00 x2+1

Aritmetika limit : Racionalni a iracionalni funkce

V nasledujicim pfedpokladame n, m € N, a,b € R, r € R} (spoctéte bez uziti 'Hospitalova pravidla ¢i Taylorova
rozvoje)

x2—1 Vx+1-1 V16 —x — V4 +x VX—/THV/x—T
1)* 1 *lim ———— i 10) lim ———————
(1) o2 —x—1 (4) 71(13(1) X @) )1(13(1) (10) oo VX2 — 12
(2)* lim it (5) lim V27X V2TIX gy, VIE2X S5 (1) lim e IR
S12x2 —x—1 X0 x 4+ 29/x4 x—8  x—2 x=0
Bl LR VI VItx— 1% YTax— YTox (12) lim g
(3)*lim 12 (6) lim (9) lim
x—1 (x ) =0 YT+ x—vV1—x x—0 X
Aritmetika limit : Limity zakladnich funkci
(1)* lim tgx —sinx (2) 111’1’(1) 1— —COS X €0S 2x cos 3x (3) lim sin(Sx) — 8sinx (4) Lim X — sinx
x—0 x3 x= x—0 x3 x—0 x3
Limity v nevlastnim bodé
2x2 +1 ) 1 (,/2 2= ) x2 —el/x 2x2+1\"
* 15 im x({vx*+1 x*—1 * i
() ’}1—{20 3x*—6x%2+5 xree 3 121010 1 —3x2 (4) )}1_{1010 ( X2 +2 >
Nevlastni limity, limity vedouci na dvoustranné ovérovani
1 1 t 1
(1) lim Ld (2) im —+-—— (3) lim gx (4) hm —_
X—=0 X x—=1y/x 11— X—EX— g 1(1—x)Inx
Zameéna limity a spojité funkce, véta o substituci
Spoctéete bez uziti 'Hospitalova pravidla nebo Taylorova rozvoje
(1)* lim (1 —|—X)1/X % arccos(1 —x) . (eXxEIJrljlncos\/i(eVX2+"71)
x—=0F (8) x1—>r(I)l+ \/)z (14) Xlir(l;ll \/lfcos(2x)\/§
* 14 : : cosx __ 7131/arcsin?x 1— sin(7rx )
(2)* lim aresin [ 37750 (9) lim (27 — 1) (15) 1im 1 —(°0S(™))
x—0 xarcsin“ x
4 1. Sin(ox) 1+3*tgx sntx cosh v/x%4x—cosh v/x?—x
(3) ){lil’(l) (10) 1 1+ 2xsinx (16) gglc‘,lo cosh \/x2+:+cosh \/:227:
(4)* lim w (11) hm r+x)+ln(2r x)—2Inr (17) lim (COShX) 7argcoshi“ )
x—0 x x—0+
(8)* lim cos'/*/x — (18) lim (tghargsinh x)<
x—0+ X—>00

(6) lim(cosx?)!/t€'x
x—0

% 1—cotg® x
(7) x1—1>7r/42 cotg x—cotg? x

shx argsinh3 x
(12) lim [1+1n<6“§+1>} Ve
x—0+

Véta o sevreni

(x2+41) (cos /x—1)
X

cotg” x
. X
(19) limy <COSh N )

X

(20) lim %2 sin ——
X—00 x2 +1
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(1) lim xsin 1 (2) lim x +sinx (3)* lim sin v/x+1—siny/x

X—0 X x—o0 X+ 1 Xreo

Derivace a jeji aplikace, tecna, Leibnizova, Faa di Brunova a Lagrangeova formule

(1) Na maximalnim moZném defini¢nim oboru najdéte prvni a druhou derivaci funkce f(x)

(@* 2, (b)* §/1x (d)*In(e*+v1+e%) (f) sinsinsinx (h) s’x

1
(c)* arctg 1+ (e)*x* (g 2%~ @) In (tg X1 +tg2x)

(2) Ukazte, ze funkce splituji danou diferenicdlni rovnici a uzijte Leibnizovu formuli k nalezeni y(™)(0) téchto
funkci. Hint: Derivujte n-krat diferencialni rovnici

(a)*y = arcsinx, (1 —x?)y” =xy’  (b) y=arcsin®x, (1—x*)y"—xy'=2

(3) Najdéte prvni a druhou derivaci g" % v bodé y = yp = f(xo) funkce x = !

(y) zadané vztahem y = f(x)

(@*y=x—x2,x=0

(4) Najdéte prvni a druhou derivaci %i 37‘21 bod

(@)* [yx_ztzln_tJ o= 1 (b) [x = arcsmt]

=In(t2

x(to) funkce y = y(x) zadané parametricky

(8) Urcete rovnici te¢ny a normaly funkce y = f(x) v bodé€ [xo, yol-
@ y=Inx,x=1 (b) XXX

I'Hospitalovo pravidlo
Spoctéte limity uzitim I'Hospitalova pravidla

. tg2x : 2 1 1 . 1/x2
(1)* xgr734(tgx) (4)*hm 1 2Cos(smhx ) 6) i ( L . > (8) lim arcsinx
—0 sinh” x sin(sinh x2) x—=0 \sInx  arcsinx x—0 \ argsinh x
tgx —x
(2)* lim =—— . 1 (1 1 (9) lim InxIn(1—x)
X _ - - 7)1 - — -
20 x —sinx (5) llgix—l—xlnx (7) T X T e -1 Xl
cotgx 1
(3)* lim ( — 2)
x—0 X X

Faa di Brunova formule

Spoctéte limity uzitim vicenasobného I'Hospitalova pravidla a Faa di Brunovy formule

* iy _Snh(sinx)—x _tgh(tgx)—x i e’ _cosx—5sinx+4
(1) >1<l£>r<l) sin x+sinh x—2x (2) hm 0 tghx+tgx—2x (3) lim x X+4x

5
x—0 x

Taylorav rozvoj

(1) Urcete Tayloruv polynom Sestého fadu Tg(x) funce f(x) v bodé x = xq

(@)*vx, xo =1 (©)* o (@ cos?x, xo = 0 ( arctgx, xo =0 (@) arcsinx o
s XO0— —, X0
— VI
(b)*ezx*xz, xo =0 (e)* arcsinx, xo=0

(2) Spoctéte limity uzitim Taylorova rozvoje, «, 3 € R,y > 0

. sinx—tgx sinh(sinx) — x 1 1
a)* lim ——— d) li
(a) x—0 x3 (d) x1£>r(1)Sil’1X+Sil’1hX—2X @ l%(x exl)
X2 tgh(tgx)—x

(b)* lim cosx —4 e 2 (e) hm 1 fghxrtgx—2x (h) hm (Sm ~ Smilzx)

x—0 X

. cotgx 1

i (14 e*’)cosx —2 (f)*}g%( X _x2> 0 1i ver—sinx—y 15

(c) XILI}) A (l) XIL% arcsin x—sin x
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x24x3 _ 1 3 . - -1 cotgh? x
()* lim e — FxvV1+x (m) lim (sin?ox+cos?Bx) ™ v (@ lim ( xigx ) &
50 X6 x—0 x—0 \sinh®x
. arccos(x cotg x)
2 2 —_— : In cosh v/eX —cos x
(k) lim arctg(xeX );gggtf(xe ) (n) ,}g%+ argtgh(sinx) (l’) Xlil’glJr ~ argsmhix
x—0 -
: 1 x
o) lim - argcosh - x cot,
M Lim V9—8cos? x—4/2—cos(4x) (0) x—0+ X 8 smx (s) lim cosh V1-—x2 e
*X—0 In(1+x%) . x—0 \ cosh 1:X2

% sinx ) x—sinx
(p) lim (=5*)

(3) Najdéte Taylortav rozvoj 5. fadu funkce f_;(y) zadané vztahem y = f(x) v bodé yo = f(xo), « € (—1, 1) je
parametr. Hint: Namisto Lagrangeovy formule Ize vlozit fadu s neznamymi koeficienty a porovnat

(@)*y=x—x3% =0

(b) Yy :X_XS’XO: 1

(€ y=x—x

4,% =0

(e) y = arcsinx, xo=0

(dy=x2—x2xo=1

) y=xe¥,x =0

(g) y=x—asinx, xo=0
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Primitivni funkce

Na maximalnim mozZném intervalu urcete primitivni funkce, «, f € R

N 1—x 2
or (2
(2)* thzx dx
(1)"‘Jx2 Inx dx

(2)* st cosx dx

d
W | Gz

1)2
3
(2)*J (x°+1) dx

x3—5x246x

. dx
(1) J(x2+ 1)2

x dx

(1) Ji(l e

(2)* xe " dx

(3)* J sin® x dx

(1)* Jcos“x dx (2)* J

(1)* J\/ 4 —x2 dx

. dx
() J(l +x2)3

Pfima, linearni a logaritmicka integrace, lepeni, master formule

(3)* J 5 fXSX (5)*J e ™ dx (7)* Jcosz xdx  (9) Jcosh4 x dx (11)* J %
o X o[l1x— 4 o A A
(4) sz 1 (6) J|1 x| —[1+x|dx (8) Jcos x dx (10) JXQ o (12) J'\/)er —
Per partes
% x * % sin®x 2 2 —x
(3) Jcoszx dx (5) szarccosx dx (7) ,[cos“x dx (Q)Jln(x +a®)dx (11) Je cos”x dx
(4)* J x3 cos xdx (6)*Je*X cosxdx  (8)* J\/m dx (10) J’ln4 x dx (12)4[)@6:*X cosxdx

Parcialni zlomky

. dx N dx dx (x3 —1)dx
(3) Jx(x+1)2(x2+x+l) (5) Jx4 +1 (8) Jx‘* +x2+1 (10) J(x+1)3(x2+x+1)2
d
ol @S ey [
d
@ |5

Metoda Ostrogradského

dx dx
(2) J(x2+ 1)3 3 J(x3+ 1)2

dx (x2+1) dx
@ | st ® [y ©

Obecna substituce

dx

[ - V1+x dx
(4)*j7 ) | /igx dx Ji=x J VT, oag
H)'(3£X2+11)/2 ) JV'E (%) T (11 1+v1 +de X(14+2y/x+/%)
int: y=1/x . . .
o (7)* | ¢/tgxdx (10) e°* dx (12) sin3x dx dx (14) | ¥sin’lnx dx
(5)* J‘ sin® x dx J e2x 11 3sinx+sin3x J
1+sin®x ©d
@ [ & /1 as) [ -
J x V 14+x J V1 4+x4
Rekurzivni per partes
dx d dx

(5) Jcosh‘sx dx (6) J dx ) J( dx

% X
3 J(l—x2)3 @) Jcos5x (x2 4+ 1)4 x3+1)3

Goniometrické a hyperbolické substituce

dx dx
@ [+ o @ [Vt ax

x —x2)3/2 (5) J(x272x+2)

(x2+1)3

(9)*J'X\/ x2—2x+2 dx

x dx

d
@ [P e erezar ®F | o
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dx
1 &
(1) J2sinx—cosx—|—5

[ dx
x+vVx2—x+1

r \/ﬁ
(m*gji%gﬁgm

(1)*

r

xVx2 — 2x + 2dx

(3)

. dx
(1) J(xz—f—x-i— 1)3/2

d
(1) JX4:1

2)* |

Weierstrassova substituce

dx (1+tgx) dx J J’ sin xdx
—_— 4 tx— tx—p)d _
coshx (3) J(Sin2x+ 1)2 (4) | cot—ojeotix—F)dx(5) 2+cosx—sinx
Eulerova substituce
dx [ dx dx

@4 | —F—— (7 (10) J—

J x4+ VX2 +x Jx(x+Dvx2+x+1 xX2Vx2 +x—1
O [— @ [ 2L (11)*["_%m dx

Jx+vxt+x+1 X VA2 x+1 X+ VX2 + 3x + 2
(6) [ dx (9) [ X+m d

(x+ VA Fx+ 1 T vime &

Abelova substituce

dx

dx (3)*J
3+2vV6x—%x2—-5

2) J'x(x—k Dvx2+x+1

Slobinova substituce

x2 4+ 1 dx

(1+x2) dx () J
xVxE+x24+1

2) J(l —x2)V1 + x4

@) J (x+1)3(x—1) dx
(x2+1)2VxF+x2+1
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Hlubsi vlastnosti funkci

Heineho véta

(1)* Spoctéte lim,, _,,, nsin % (2)* Ukazte, Ze lim sin x neexistuje
X—>00

Hromadné body, Weierstrassova véta, Limita posloupnosti

(1) Urcete (existuji-li) maximum, minimum, supremum, infimum, limes superior a limes inferior posloup-
nosti a: N — R, kde a, je

(@ n2+(-1)" @ 2 (o) cos T (d)* 251 cos 257 (e) cos™ 252
(2) Dokazte, ze dana posloupnost a,, ma limitu
(@ (1+i)m M) 1+i+i+ - +i-Inn (¢) ynnte /0!
(3) Urcete lim,_,o a,, kde
(@*ani1 =van+2,a;=0 (b) anH:%(an—kai“), a; =2 (€) anri=In(1+a2), a1 =1

Taylorova fada, Lagrangeuv zbytek
(1) Vyjadrete jako Taylorovu fadu v bodé x = 0, urcete konvergenci fady a odhadnéte zbytek

(@) sin®x (b) arcsinx  (c) arcsin®x

Prabéh funkce
VySetrete prubéh funkce na maximalnim mozném definiénim oboru

(1) 3x—x3 (8)*x3v1 —x2 (15) C(;ossgx (23) (x2 —x)el (31) arctg 1
@) :224;1 3 @ YT (1) In(1 +x2) (24) (- 2x)e” (82) “75
21 (10) /1240107 (17) 2 1nx (25) e (33) arccos 2
®) e 5r6 (11) ¢ sz_ 1 (18 x—In(1+x2) (26 (2x+1)e™T  (ga) 010 artgiet)
(4) VB2 —x* § (19) x|x> —6x+8 (27) e *sinx (35) 32 +arctgx
B x—vx—1 (12 o= (20) In(1+p2—x—20]) (28) eV (36) e~ =
(6) <3 —x (13) [x2 +xI{x (21)* x| (29) xexp(—f) (87) e
(7 xV1 -2 (14) [x+ 11/9x (22) (x2 — [x|)e* (30) arctge*

(38) eSi"* cosx

Absolutni extrémy funkce jedné proménné

(1) Najdéte minimum, maxium, infimum a supremum (existuji-li) funkce f(x) na mnoziné M, « € R
(@)*x*> — 4x + 6, M = (-3, 10) ©*x+3(1-x*). M=[-1.1] (@ e ¥(xl—3) -7 M=R

(b)*2x3+ 3x?— 12x+8, M=[-1,00) (d) (x2—4)sgnx—3x+1, M=R (f) |4cos®x—1|—sinx, M=(0, 27)
(2) Najdéte vsechna o > 0 takova, pro néz vx € (0, co) : @e>ax (b)(1+ %)X <e

(3) Dokazte pro Vx € [0,00):  (a)x—% <In(14+x) <x—5+% (b) sinx < x — % + X5
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Integral Riemannuv a Newtonuav

"VySetrovani existence urcitého integralu se provddi proto, Ze mimo nam dosud zndamych
metod pocitani integraltl existuji i metody pokrocilé, které jsou aplikovatelné jen v pripadé
existence pocitaného integrdlu. Dulkaz existence je tedy jen pronim krokem procesu, ktery
skoncéi vypoctem jeho presné hodnoty.”
— Pokorny & Cerny, MAF I

Konvergence a vypocet z definice Newtonova integralu, integral ve smyslu hlavni hodnoty

(1) Rozhodnéte o konvergeci integralu

1 00 i ) ) 1 00 3
(a)Jlnx sinidx (b)* Jo \/% (c)* L Slzxdx (d)* Jo cosx dx (e)* J‘Ocosx2 dx (f) J 1 d (@ J dxl

(2) Urcete konvergenci a spoctéte

B L S e S

VX 14+x3 14+x4 ol +sin*x
(h) fé In*x dx (i) Jo sinxInsinx dx, 1)) o xe™™ cos xdx, (k) fg/ 2 W dx
Hint: t = cosx Hint: e *cos x=Re[e*(71]

m f”ﬂ (sin(}) + cos(}))/v/sinx dx

(3) Urcete konvergenci v zavislosti na parametrech «, 3 € R a spoctéete

1 27 7
dx dx dx
% a—1 * (f)*:l: [
(@) Jo * dx () J (x2+0?) (x2+B2) @ Jo o? + cos? x 0 COSX —
1 00 1
dx *J dx J ocdx
* - e _—— —_—
() L X2 + o2 (e) 1 (x2—a2)vx2—1 (@ 0o (1—ax)v1—x
(4) Odvod'te pomoci integrace per partes (n € Np)
/2 (2n)!! oL
¥ — in2n—l1 — b (c)*G, = x"e ™ dx =n!
(a)* Ln L sIn™ i dx = 5 = 0
/2 /2 sin((2n + 1)x) T
B Com . 4 m(2n— 1) d) D :J dx= "
®) 5= | s an- ZEE R @ Dy = | SR =
Hint: D, — D,
(B) Oveérte
x —, 21k
(a)*J dx _ s %€ (=m.m)/{0) + 27 ,k € Z Hint: Master formule
0o X2+ 2xcosa+1 1 , o0 = 271K.
* — sinolcqcx y &€ R/{O} inte ialni
o 2x oS h 1 { ! %—0. Hint: Parcialni zlomky

2

(2/+/ts) argtgh v/ts, ts >0
=< (2/y/—ts)arctg/—ts, ts<O0, te(-1,1),se(—1,1)
2, ts=0

1 dx

d
(d) 1V 1=2tx+1t2v/1—2sx+52

b +
b +
(c) J Vi a)b—x dx=m (a — \/E) ,0<a<b Hint: Substituce x = acos?t + bsin?t

Aplikace urcitého integralu
(1) Cykloida je krivka popsana parametricky x(t) = a(t—sint), y(t) = a(1 —cost), t € [0, 27n], a > 0. Spoctéte

(a)*Jeji délku (b) Tézisté (homogenni) krivky (c)* Obsah oblasti pod krivkou

(2) Asteroida je kfivka zadana vztahem x?/3 +y2/3 = a2/3, a > 0. Spoctéte

(a)* Jeji délku (b) Obsah oblasti, jeZ vymezuje (c)* Téziste (homogenni) horni poloviny
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(3) Protahly sféroid je téleso vzniklé rotaci elipsy x2/a? + y2/b2 = 1 kolem osy x majici poloosy 0 < b < a
a numerickou excentricitiu ¢ danou vztahem ¢2 = 1 — b2/a?. Ovérfte, Zze pro jeho povrch plati P =

2mab (\/ 1—¢e2+ % arcsin e).

(4) Spoctéte konvoluce x e R, e > 0:  (@)* xZ«xe **  (b) 0(x)*0(x) (c) sinx, *sinx, \/% * \/ij
Vypocet z definice Riemannova intrgalu

Spoctéte z definice Riemannova integralu (« € R)

(1) (@) foxdx ) [ox2dx (€) [oxdx (4)  [7"In(1—2xcosx+a?) dx, () lim kil arcsin -1

(2)* fcl) X% dx. a1, Hint: Déleni x, = 2nk/n

Hint: Déleni x, = q*%,q — 1~ (5)* lim i
n—oo k

n
n (7) lim 1y ko
. e

o0 ™M 1n+2\/n2+n+

(8) [;lnsinx dx lim L % arctg £

8 % n
8) n—oo nkgl 1+24/1+ L arctg £

Integrace uzitim symetrie

(1) Urcete konvergenci a spoctéte uzitim symetrie («, § € R)

/2 ©  dx 27T (0) J“’om ©  Inxdx
[ smtvax @ (° | nsinx dx R B R e
(a) . o 1—x3 0 H:subs. x =1/y 0 X*+20x+1
H: subst. x=2

. 0 dx Yy *arctgx
o[ a0 @ ren © d ® [ © | TEEVE o

o 1+x Jo (1) ][ 51 H: subst. x=—y °

[ Inx © dx - N i ¥ _dx
(c)*| —= dx (h)* 14 x6 0 Inx dx @ Jo Treostx dx () J 1+x5

o X 0 (m) IO X2+ o2 : 0

H: subs. x=m—y
e dx - © dx H:subs. x = ay 3 I aresinx d

@ ][ 1—x2 o 1+x* (n) IO% ) [ o ) Jo Tx 7

.  arotgx H: pare, domky H: subst. y =e*

X . : .
(e)*J =t G)* 5 dx
1+ x3 Jo 1+4+x
0

(2) Dokazte Cauchy-Schlémlichovu formuli (a,b € RY) [ f (ax — 2) dx = 55 [*_f(x) dx. Hint: x =b/(ay).

Limitni pfechody v integralech

i o L 1 dx An /2 12 on Bn Cn

V nasledujicim oznacujeme J,, = ,[o m Cz = ,[o 7;4 cos“"x dx, fBn= A—n,yn = AL

(1) Rozhodnéte o platnosti zamény limity a integralu (3)* Spoctéte lim,_,. L./Sn odhadem integrali a
odhadem integralu a spoctete odvod’te Wallisovu formuli
(a)*lim j 0T (B)*1lim f (1) nx"dx (c)*&i_r}r;of orEr (4)* Ukazte platnost zamény limity a integralu
(d) i‘B}o »ré)f/nldfi (e) i‘iﬂ‘o fé 11}:; g::z lim;,,, Jn odhadem a odvod'te Gausstiv integral

. (5)* Ukazte platnost limitniho prechodu v lim,, ,, Dy
(2) Pomoci parcidlnich zlomkt se BUNO pro 0 < a < a odvod'te Dirichlettv integral
b odvodi formule
Ilab) = [® dx o (6) Pomoci hodnoty Dirichletova integralu ukazte
(a,b) = J.O (x2+a2)(x2+b2) = ab(a+b) " (a) IOO sin?x dx="T~ (b) J‘OO sinxsin2xsin3dx {4y — 7
con s . . 0 x2 2 0 X3 =
Overte jeji platnost i pro O < a = b pomoci
. . 2 - -~ = 3 vy > . 9. 2
11m1tr‘11h.o Prech?du vyse uveden'e‘h‘o }/z.tahu, ‘tj. (7)* Spoctéte TP—I& Bn a odvodte ((2) =), _; # =,
dle limitniho prechodu bez pocitani integralu

dokazte, ze (8) Spoctéte lim vy, odhadem integrala a ziskejte
n—oo
I_J‘O x2+a22:277l-1[3’ 0<a. n 1 4
Hint: Volme bn—a(1+1/n)a = lim Z—*
dx Jad n—oo n4
I =I(a,by) = [§ — = — k=1
(x2+a?) (x2+a2(1+1)2) a’(2+3)

poté ukazte, Ze lim,_,, In = I dvéma zptisoby. Hint: Napiste mi mail. ReSeni je ale [tady.


https://math.stackexchange.com/questions/28329/nice-proofs-of-zeta4-frac-pi490/4355845#4355845
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Obycejné diferencialni rovnice

Na maximalnim mozZném intervalu najdéte reSeni obycejné diferencialni rovnice:

Separovatelné
(CVRTREY By =v1-y? (9) yy'=-2xv1-y? (13) yy' = /1-y> (17) y' =2e*/y|
2y’ =24, y(0)=1 (g) v _ V1= (10)*x%y” =y'? (14) xyy’' = Vy2 + 1 (18)y'=22;y(0)=1
(B)*y' =4x\/y (7)*y,:12+1 (11) y'=(x+1)yy (15) y’'sinx =ylny (19) 3(1 —x2)%y’ =
Xy 3
@ryy' =1 (12) y’ 2"C\({:‘Ty (16) y'cosy =x+1 5(1+x%yzy(0)=1
8)*yy’' =2xv/1—y? ?
Casteéné integrovatelné
(1) xy' +y=Inx+1 (5) y” =e¥;y(0)=0,y’(0) =1 (9) y’y"=4(y*1);y(0)=y'(0)=v2
(2 v’y" =1 (6)*y"'=3yy’;y0)=y'0)=1y"(0)=3 (10)*yy” +y"” = 1:y(0)=1.4(0) =0
@y =2y" Y-l =y (-1 =1 @y¥y"=-1; y(1)=y'(1)=-1 ALy "~y =y’y";y0=1,y'0=2
(@) 2y"=3y*y(—2)=1,y'(—2)=—1 (8) 2y2y"=—1; y(0)=y’(0)=1 (12) yy'y"=y>+y";y(0)=y'(0)=1
Linearni prvniho fadu, variace konstant
) y’—i—gy:ln—x (3) 1y’sin(2x)—2y =2cosx (B) y”"—y' =e*V1—e2x
X X
) @ v+ =3+ (6) y —ytgx=sinx, y(0)=3
(2) y +2xy=2xe ™ b ) voovis Y
Bernoulliovy, variace konstant
(1) y/:%—g ® vy —xy+xy?=0 (16) y' +2xy = 4x/y
y o1 @ Xy +vy+y=0 17) Y’ =(y*—x*+1)/(2xy)
2 2= —
@ v-i=ay (10) ' +2u/3 12,52 =0 (I8¢ xy'ty=y’Inx y(1)=1
(B) xy'+y=xy’Inx (11) 2y’ —6ytgx+3yysinx=0 (19) vy —y/x=-y3/x; y(l)=1
@~y —2x°/y = 4y (12) 3y’ +2xy =2xy 2e 2 (20) y'+ycotgx=—5% y(F)=2
I 2.2 —
B) xy' —xy"=y, y(l)=1 (13)  3y'+2y/(xInx)+2/(xyy) =0 (27) Wty =yt y(1) =
B6) xy =y+x / 3T) )
/
(7 ~xy' =yl +xy (15) x—u®+2xyy’ =0
Homogenni
n* y'=%-x (6) (X*+y*y' =2xy 8 (x+y—2)y'=1 (A1) y'*=x*+xy+y*y0=1
@ v == 6 xy'=y+vxy 9)* yx+ylny=ylnx (12) xy'—y=14x>—y%y@=0
e R 2
@ y'x+yt+x—y=0 N V=57 (10) y’:;yziy ;y(1) =1 (A3) xy —yzw) ;y(D)=1
X% +Xxy

4 *—v?)y =2xy

Linearni obecné, substituce znamym fesSenim
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2
(M (e Dy’ + (x+2)y"— y=x + l; Yr=x+2 B x+1y”"+2x—1)y' —2y=x*+x.
X (Hint: y = y; je polynom)
X

(2 xy"+2y' —xy=0; y1= %

Linearni s konstantnimi koeficienty a specialni pravou stranou

(1)* y”"—2y —3y=e* (6)* y”+ 4y’ —5y =2e*sin®x (11) y® —5By” +4y =e*>* + &>
2 y” -3y +2y=¢e* (7) y”"—2y +y=2xe*+e*sin2x (12) y* —y=sin®x

B) y”+y =xcosx (8)* y” —3y” —4y’ =x3+xe* (13) y®y® =xsinx; y(0)=1,
(4) y”"—4y=x%e*> 9 y”"+y"+y +y=cosx+e* y*(0)=0.ke{1,2,3,4)

(5) y”—3y’ +2y=2sin’x (10) vy +4y’ =xcos®x (14) 3E’(’)—)liﬁ?gy’—/?5;;2_0?():2?/2(%451:%?21"

Linearni s konstantnimi koeficienty a obecnou pravou stranou, Wronskian

(1)*y” +3y' +2y = 7 (@) y"+y =5 Y(0)=1,4'(0)=0 (7) y"+y'=22%;y(0=y’'(0=Ly"(0) =0
@y’ —2y'+y=5: yM=y' =0 (B) y"+4y=5:y(0)=3.4'(0)=0 (8) y” — 3y’ +2y = %
3) y'+2y'ty=S: y)=y'()=0 (6) y"+16y=3;:y(0)=3.y'(0)=0
Eulerovy
(1) x*y” -2y =0 (@) X*y” +xy’' +4y =10x (6) X’y +xy’' —y=6x;  (8) ¥’y +xy'~y= o
2.1 / 2 1 y(l)—y”(l):l,y’(l)zo 5
(2) x*y"—3xy’+4y=0 (B8) x*y”" +xy’' —y =2v/x . (9) x2y"—xy'+y= .
(3) X2y/// =2y’ (7)*x 2 "—2xy'+2y = 1+x2
(10) x2y” +3xy’ +y=3v10x+1
Autonomni
(1) 2yy” =y* +y” (4) yy"=y"”*+y°y"; y(0)=y'(0)=1 (6) ( y/z) =1-
(2)*1+y?=2yy”; y(0)=y'(0)=1 (5) yy” +y2=y3y—y'/y. y(0) =y'(0) =1
= 1, / = —1 .
(3) yy _y y y(o) y/(o):_l U(O) Yy (O) (7) y/4: 492(91/2 y///y/)

y(0)=1,y'(0)=-2,y"(0)=2

ResSené derivaci celé rovnice (implicitni, autonomni a jiné)
/_ _ _ 2 / 12 1 1
D*y" =2y, y(0)=1 (B)*2y =2x" +4xy’ +y B) — ——=e5 y(0)=1
2 __ I/ ! _ 4 _ 12 Y
(2) 1+y~“=2yy"; y0)=y'(0)=1 @D y—xy =y

Metoda integrac¢niho faktoru, ODR ve tvaru totalniho diferencialu

(1) Integraéni faktor pu = p(x) nebo p = u(y)

@*2xy + (x* —y?)y’ =0  (d) 2xy®—y+{y>=x+y)y'=0 ) § + >+ 5y =0  (h) 3x°y+y*—2x*+5y)y’=0

) ¥y +y-2xy)y'=0 () y' (1’ —Inx)+¥ =0 (g)(xZy?) (xy"y)=(t+x)x10 B 2xOy+(x' —x%y)y’=0

(c)*x2 +y— Xy' =0 (i) xe Y —(ZXy +x2e*9)y '=
(2) Integracni faktor n=u(xy) (a)*x*y3+y+(x3y2—x)y’=0 () xy2 + (x®’y—x)y’ =0 (c) 2x>y>yH 2> x)y' =0
(3) Integraéni faktor pu = p(x/y)

@1+ (1+¥%)Inx—y'Inx=0  (b) %_%H%Jr%gw)y/zo © ¥+2Z+(L - =0

Yy

(4) Integracni faktor u=p(x +y) (a)* cos (x+y’)—sin (x+P)+(cos (x+2)—-3y?sin (x+7) )y’ =0

Ulohy vedouci na diferenciilni rovnice



18

Kapitola 6. Obycejné diferencialni rovnice

(1)

(2)

(3)

Uvazujme soustavu parabol y = x? + C v rov-
iné. Najdéte soustavu krivek, ktera je v kazdém
bodé kolma na ze zminéné soustavy tu parabolu
prochazejici timto bodem. Hint: Sestavte si ODR
problému a vyreste.

Uvazujme balicek nekonecné tenkych Kkaret,
které za sebe jako na vySku pokladané domino
skladame do rady tak, aby se jedna opirala o
druhou. Budeme-li zmensovat vzdalenosti mezi
kartami, bude mnozina vrcholti karet (vidéno
zboku) opisovat krivku. Najdeéte jeji rovnici.

Jaky je tvar idealni cocky? Uvazujme cocCku
na jedné strané vypouklou a na druhé strané
plochou. Jaky je tvar vypouklé casti, aby se

(4)

(5)

(6)

vSechny navzajem rovnobézné paprsky vstupu-
jici do ¢ocky na jeji ploché strané kolmo sbihaly
na druhé strané v jednom jediném bodé?

Uvazujme soustavu vsech elips v roviné sdilejici
spole¢na ohniska [+1, O] (tzv. konfokalni elipsy).
Sestavte si ODR popisujici soustavu krivek kol-
mou na predchozi soustavu v kazdém bodé a
ukazte, Ze tuto ODR reSi soustava konfokalnich
hyperbol s tymiZz ohnisky.

Resete diferencidlni rovnici y” + siny = 0 s
pocatecnimi podminkami y(0) = 0,y’(0) = 2 (jed-
iné netrivialni exaktni reSeni matem. kyvadla).

Najdéte kolmou soustavu krivek k soustave
vSech kruznic majici spole¢ny dotyk v pocatku
a stred na ose x. Hint: Sestavte si ODR a vyreste.
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Rozhodneéte o absolutni a neabsolutni konvergenci ¢iselnych fad (popr. v zavoslosti na parametrech «, € R)

Nulita
oy @y M @ s
o T )" o
Integralni kritérium
- 1 > 1 — 3 - 1
* ® * —¥n
() n; n(nn)* (2) nZ:z (Inn)nn (3) nZ:O © () n; (Inn)ninn
d’Alemberovo podilové kritérium
= (n!)?2 > n! = 2n( 2n = (n!)
W) S @) G @2l @2 Gy
n=1 n=2 n=1
Cauchyho odmocninové kritérium
o0 n2
n
(1) Z (n+3)
n=1
Gaussovo kritérium
2)* i cx+nz Tix+2n 2 . = (2n+1)! 4 = nlem
n=1 +1)°F ( )ngl n*(2n)! (4) T;n”*“

(1) Z n« 2n

Srovnavaci a rozvijejici kritéria

W* 3 ¥ @ ({15 Y e (1+1)" @ L g
B " n=1 n=
- L n— = %) n!
(2)* Zlivﬂzﬁ (4)* Z nﬁ 1 ) 5 L (8) Z oo
" n—1 = V/m3(2+sinn) ~ (n+sinn)n
Absolutni kritérium
cosn)

h 3 3 sin (L+%
(2)Z In(1+:%) @ X sin(G+

Leibnizovo

n=1
Abelovo kritérium

1

—nn
(2) Z n+1 00/n

n=1
Dirichletovo kritérium

(n+

iMe

9 f sin 1 In

n=1

(10) Z e

1 )T’HrO(

arctg - (x

ar(‘tg

1

nB

)



20 Kapitola 7. Konvergence ¢iselnych a mocninnych rad

" Sll’l( ) i it sinn 1y (6) Z sinvn?4n—sinvn?2—n nd COS( )( l)n{‘/ﬁ
¢} ; 5 Hint: (3) ; —(B+(=1") v (9) Zm R
" ) " Hmt Teleskopie "
| sinna| > sin“na o (1 . ) T2 cos(na)
(4) > sinnsin ~t= x (2n—1)1 1
= ! & wm p o ()T 09 Z 2 £ 1)
(2)* Z sinnarctg — -
n " (5)*2(_1).“% > Inn cos(no)
— n (8) Z SinnT (11) nzl n211) ﬁ\/m ntl)
n=2

Bolzano-Cauchyho kritérium

1)t

(1)*i sin /1 @) i

n=1 \/ﬁ
Technika rozvoje na konvergentni a absolutné konvergentni/divergentni cast
— (—1n = 1 mn? cos ((n+ 1) «) * sinn . (—1)"
& *
(1) ng2n—|— (—1)n (5) ngz In?n cosn+ 1 ©) Z lnln (13) T; n« st n
— (-1 — . =  m?lnn > cos B
2)* * 21 52 n +1
(2) ngz N (6) T;)smm/n + o (10) nglsmnlnn— . (14) Z YNGR
= (—1)™n — cosTyn2 +n sin o (15) nol g nin
(3) T;n_i'_ (_1)n (7) ngl ne (11) Z sin & 7'm 4 no Z fﬂ+1 n+1
> (=)™ ¥m 2 sin (Tl + i) > cosv/nZin—cos vnn
4 SN AL 3 Wt AL WA 12) e
(4) nZ2\/ﬂ+( 1" (8) g Inlnn
Konvergece mocninné rady, analytické funkce
V zavoslosti na realném parametru « vySetrete konvergenci mocninné rady z € C
- (z—2)" o " o (YL (9) =
w Yy ==L @y —~— @)Y " oo ay y Z5EE e
n=1 2™ n:12 +(_1) n=0 (STI)' Zln(l_’_n% Z 1+T12
00 [eS] n=1
z" (2n—1)! (_l)nnnzn
@) oy ‘5’2( ) @) ) (s = sinn
n=2 n=1 (10) Z 2
n=1
Z n
ZT mz@m)
Soucet mocninné Fady
Zjistéte polomeér konvergence a sectéte rady pro realna x
= kxk . K2 e K2 g = kxk . xk = xk
(I)Zk—i—l (2) ZXk (S)ZFX (4)Zm ()ZW (G)Zﬁ
k=0 k=1 k=1 k=0 k=2
Pomoci uprav vhodné znamé mocninné rady sectéte ¢iselnou fadu (n € N je fixni)
2k = k2 = n S k1) k2 = (—1)k = (—1)k
* * - * 2 (7) 5%
W72 =~ 3D 3 By x (k) L) @ 2 gir1 UV 2 ey
k=1 k=1 k=0 k=0 k=2
= k2 = (—1)kk (—1)* Z 1 = 27k
2y 4 = *y ) 1 12y =
@) o ()Z(2k+1)! ()Z(2k+1)4k =1 k+1 (O)Zk2 a2 S

k=1 k=0 k=1
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Metrické prostory

Bodové mnoziny

(1) Ukazte, Ze 1, prostor se supremovou metrikou vSech posloupnosti s omezenou supremovou normou je

metricky prostor. Jest tedy
Lo = ({x € R | sup [xi}, poo)-
ieN

(2)*Najdéte int A, ext A, 9A, A, At, A/, kde A je mnozina

(@) QN (0,1) ©) {(x.uy.2)eR® | lZ<x*+y><1}  (e) {(x,y) e R* |}
®) {(xy) €R? |2+ <1y>0} (@ R\{L|neN ® {(x.y) R Hy? <1\ [-4, 4]
(3)* Dokazte omezenost mnozin: (@) {(x,y.z)eR3 |2 < xyz < 4} () {(x,y)€[0, 0)?|x3*+y3—2xy=0}

(4)* Oznacme si A* mnozinu vsech izolovanych bod1 a symbolem LI zna¢me disjunktni sjednoceni (mnozin),
pak v libovolném metrickém prostoru (P, p) pro libovolnou mnozinu A plati (ukazte)

(a) dA=ANAC (b) P=intAUJAUextA (€0 A=A'UA"
(8)* Ukazte, Ze v obecném metrickém prostoru a pro libovolné mnoziny A, B a libovolnou otevienou mnozinu
F plati, Ze
(@) AcCB=intAcintB (d)int(ANB)=intANintB (f) extA =extA h) AcCB=ACB
b)) FCA=FcCintA (e) A= (extA)C @ A=A i AcCA

(c) intintA =intA G) AUB=AUB

Banachova véta o kontrakci
(1)* Dokazte, Ze posloupnost an1 = an — 5 (a2 —x), ap = 0 konverguje k /x pro libovolné x € [0, 1]

(2) Pomoci Newtonovy metody urcéete s presnosti 6 desetinnych mist

(b) prvni 4 koreny Besselovy funkce (na kladné
¢asti realné osy) definované mocninnou radou

Jolx) = i )T

(a)* Reseni rovnice 2x + sinx = 1

(3) Pomoci Banachovy véty o kontrakci urctete numericky hodnotu y(1), jeZ je feSenim rovnice
@*y(x) = x + & [ x®sy(s)ds () y'(x) =y(x), y(0)=1 (@ y'(x) =3 +ylyx))., y0)=0

Hint: Rovnice (b), (c) 1ze prepsat jako integralni Volterrovy, z nichz poté vytvorime iteraéni schémata

X X

Yrer () = 1+ | un(s)ds, 4ol =0 yaial0) = 5+ | Ynlyn(shds uolx) =0.
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Diferencialni pocet vice proménnych

Defini¢éni obor

Urcete defini¢ni obor funkce f : R? — R, zakreslete do roviny xy

* 212 in y—=1 y2 16 1 —
(1)*/1—x2—y (3) arcsin ¥ (5) ln\/1 Ca (6) \/In 'E, (8) T (9) v1—xy
1
(2) ‘;% @) ==y (7)*In(x|+ly|—1)
Limita funkce vice proménnych
Spoctéte limitu (nebo ukazte, Ze neexistuje)
P J
. . Xy 2
(1)* lim 2ty o i x?y? (17) lim 2 28) i Y
[x,y]—10,0] v/x2+y2+1-1 (9) [x,y]lir%0,0] X2 + 42 [x.y]—[0.0] X2 +y? (25) [X,y]lf%o'o] x* 4 y2
2 _ .2 3
@ lim =Y 10 tim Y asy tm —YE . (26) lim Y
[x.yl—[0.0] |x| + Iyl (x.y]—[0,0] x2+y2 [x,y]—1[0,0] /% +vy [x,y]—1[0,0] X +y
3 2,,2 2 2
i —Y 2 19) i X 27)* lim 2%
®) Xt yt (11) lim 4Xi ) (19) o) FH @Y 20 0.0) F2yEES
[x,y]—[0,0] X y
. 2.4 42 . 2 | 2yx2y?
(4 lim sin(x* +y?) x3 +y3 (20) lim I XY (28)* [x,ylllg%o,o](x Ty
xyl—00 x2+y2  (12) eyl= 1001 (x2 4 y2)°
v (x.yl—[0,0] X2 +y2 29)  lim (2 +y?)
5)  lim In(1+x%24+y?) X 4yt (21) [ l]irr%o o arctg |yl| [x.y]—0.0]
T seoz (13 xyl=00.
o0 A2 ry2  (13) byl 001 X2 + 32 ‘ | (30)* lim x+y
Xty [ xul]—o0 X2 — xy + Y2
® 13 inlginl (22) —_— Y
(6)[X’yl]1in[o,ogx+y)smxsmy (14 Tim X2 —y? rylalo.0 1 — e+’ .,
[x.yl—[0.,0] 2x2 +y? 5 o (31) im 1Y
(7)* lim _ byl 9 (23) lim — Y Ix.yll—o0 x* +y*
xS0V E Y (15)  dim R eyl (L) X2 4 y* =2 2 4yt
[x.yl—[0.0] X2 +y? 3 (32) im 1Y
® im > 22 24y lm Y Iicylimoo x* 4y
[X'y]_ﬂo’o] |X| + ‘y| (16)* X y [x.y]H[0,0] 2X3 + y6

im
x.yl—[0,0] x* + y*

Parcialni derivace a totalni diferencial

(1) Urcete smérovy gradient Vyf(P), Hint: Vf(P) = v/||V] - Vf(P)

(@ x2—y2, P=[1,11,v=3(1.V3) (b) 4—% — ¥ P=[3,1], v=(-1,1) (e)@x+1*+sint+1>1).P=[0,1.5=(L4)

(2) Urcete, ve kterych bodech defini¢niho oboru existuji parcialni derivace a ve kterych totalni diferencial df
zadané funkce. Lze funkci f(x,y) dodefinovat v poc¢atku tak, aby i zde méla totalni diferencial df([0, O])?

@)*[xly| (¢) xbyf @ xysiniy: @ VF+y @) ep(-plp) ® \/W
) Xy (@ PP @ y?)singl ) wh §) exul M

X2+y 3/2

(3) Spoctéte d3f:  (a) f(x,y) =x3y2 ) f(x,y) =x*—y3—xy+y? (c) f(x,y) = % — (d) f(x,y,z) =xyz

x
Yy
Tecna rovina a Taylorav rozvoj

(1) Spoctéte Tyloruv rozvoj tretiho radu Ts(x, y) v bodé [xo, yol funkci
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(a) xex’Y, [0, 0] (c) sin(x+y2), [0,0] (e) lni’%JrZS‘n("ZUHy arcsin(2x), [0,1]
(b) 3x++v2x+4y+1,10,0] (d) 2XH*X+arctg(2y)+tg(%y), [1,0] () v + arctg(2y) + 2, [2,0]

Hint: Z jednoznacnosti Taylorova rozvoje 1ze ziskat vysledek i postupnym rozvojem jednotlivych funkeci.

(2) Urcete priblizné (a) 1.0032°1  (b) /1 +0.002+0.032 (c) v1.01% +2.023 (d) In(v/9.01—+/0.99—

Lokalni extrémy funkci vice proménnych, Hessian
(1) Naleznéte lokalni extrémy funkce f(x,y) na R? a klasifikujte je
@*2x% +xy2 +5x2 +y2 () y3+3y2—-18y+x—x2 (1) e2*3Y(8x2—6xy+3y?) (q) € v’ (x2 4 10y —5)
(b) y* +32x> — 32xy (8 xy+x®+y%2—38x—4y (m) e Y(5—2x+y) (r) In(x + 1) — xy?
(€) 2x° +xy> +5x* +y>  (h) 2xy—x2—2y2—x—2y (n) e *+v")(x +y + 3) (s) e+ (W+2)” 4«2
(@)x® +y? + 3y + @) x*—4xy+2y* —3x+y (g) e v} (2 4 x ) (t) x —y2 —ex2y

+3xy? + 6x2 + 3y?

(G) x*3+4x2+12xy+9y? (u) sinxcosy

(p) 2V’ (x +y)

(e) x®—9x?+15x—y%+2y . 5 _
(k) x°> +3xy +y (v) coshxsiny

(2) Naleznéte lokalni extrémy funkce f(x,y, z) na R3 a Kklasifikujte je

(@)*x® +y2 + 22 + 12xy + 2z (€) xy—2xz+3yz+7x—15y+3z (i) x>+2y>+322—2xy+2yz+2z—6x
(b)*x3—2x24+y2+22—2xy+xz—yz+3z (f) 2x2 —xy + 2xz—y +y> + 22 R %i N 22 N % Ly

() x> +y%2+22+2x+4y—62 (8 x> +y2—z2+xy—yz+xz Y

(d) 2xy? —4xy +x2 +22 -2z (h) x? +y% +2% 4+ 2xy — 2yz — 2xz

Absolutni extrémy funkci vice proménnych na mnoziné, feSené substituci

(1) Najdéte minimum, maxium, infimum a supremum (existuji-li) funkce f(x,y) na mnoziné M c R?
(a)*x*2xy—y>-4x,useckal0,—5](2,3] (§) 2x — vy, M:x2+2y <18 (s) 1 +x+y%, x2+2y2<4
(b) x*+2x+y?+2y, [-2,2]? (Ctverec) (k) 6y—x2—16x,3x<y<8—%,y>0 () x> +y*, »*+y?> <4, <1
(c) x* +vy, trojuh. [0,0](0, 1I[1,0] (1) 2x3—xyty2—4y—x.2x2—1 <y <x+1 (@ x* +y?,  x* +4y> =
@ x+1, 0<y<LO<x<1-% (m) 232+ (K <l-y%lyl<2 O ¥P+2y y>x*—4x*+y% <4
@ x*—y%  K<1+y2 i<l @) 2yt —1-y2<x< Ly <2 W x®—y?+5x3 x> +y?> <4,x<0
0 y2—2xy+x3, l<x2KI<1 (0) x+y, M:x+xye(1,2),x>0 (%) (x2+7y2)e 2" V" x24442 < 1
(8) - Bxy+ P troji.[L1][0,~1][- LO] (p)* (x +y)e 23y, M =1[0,00)2 (y) xyy/1-—x2—y2, x2+y2<1
(h)*xy — 2x2, x| +yl <1 (@) x*—8x+8y,1—x<y<Inx, I <x<4 (2)* (x2 + y2)e ¥, M =R2

’

(1) x*>—xy+y?, M:ixl+yl <1 (@©)*x—y2, x2+y2<4,x>0,y>—x

(2) Najdéte minimum, maxium, infimum a supremum (existuji-li) funkce f(x,y, z) na mnoziné M C R3

(@) (x+y)2+(x—y)2+z, M=[—1,113 (b) x2+y2+22+2x+4y—6z, M=R3

Absolutni extrémy funkci vice proménnych na mnoziné, freSené Lagrangeovymi multiplikatory
(1) Najdéte minimum, maxium, infimum a supremum (existuji-li) funkce f(x,y) na mnoziné M C R?
(a)*x2+y2—12x+16y, x> 4y2 <25,y >x (f) x2+2y,x>0,y>—x,x2+y2 <17 (k) x+y, x>+y3—2xy=0,x>0,y>0

(b) x+y, x*+y*>=1 @+, H+¥<1 My P+y*)2-2(x*-y?) =0

9
(© 1+x+y, *+2x+y><0  (p) T4l M+ b =1 xy#0 (m) x2+vy, 4y3—4y+x2=0,y=>0

(d)*2x + (x —2)y, x2+y?2= (m) x*y, x*+y*<16,x>-1

(i) arctgxtarctgy, x*y?2<1,x>1
(e) xy?, ¥ +y*> <4,x<1 G e, x2+2y2—1 (0) 2x+4y, Vxt+yy < 1,x>0,y=>0
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(2) Najdéte minimum, maxium, infimum a supremum (existuji-li) funkce f(x,y, z) na mnoziné M c R3, a > 0

(@ 1+z4+x+y% 2 +y2+22<4 (W) P +y2+23, ¥ +y2+22< 1 (m) 2Hy?4+22, x+y+22=2, z=x>+y2

BFx+y+z 0<z<x*+y><1 (@) xyz+3+2+2, xyz#0 (0) x—2y+3z, x*4+y% =1, x*4y%+z2 =2
(¢) x2+2y%2—322, 3x2+2y%2+22<1 (j) sinxsinysinz, x +y+z = (P) x-3y+2z,x*4+y>+22=3 x+yt+z=3
y y 2

Z,x>0,y>0,z>0
(d) x> +y2+22, 2x2+y2+322 <6 2 Y (@ 4x—y, y2+z2=40, x2+22=100

(k) xy? 22 x+2y+3z=a,x>0,y>0,z>0

(e) xyz, x2+y2+22=3 (v) 2 2xzhP 4z, Xy 2=1, x =42

M e =Z(x*xyty?), x2+y2=1,]z/<1

() x5yz5, x2+2y2 +322< 1 (s) z+e*Y, x2+y2 22 =1, x>y =22

_ (m)*xy+yz, x>+ y%+z2 =1, x+Hy+z=1
@ 2, P+ +2=1L(x—2)H+ P2 < & Yy y y

Implicitni funkce

(1) Rozhodnéte, zda je mozné ze vztahu F(x,y) = O na okoli bodu [xg, yo] vyjadrit y(x) jako implicitni funkci,
spoctéte y'(xo0),y”(xo) a rozhodnéte o povaze lokalniho extrému, pokud se v tomto bodé nachazi.

(@)*x*+y3—2xy =0, [1,1] (8 eV +siny+y> =1, [2,0] M y3x2+y%x2+siny =0, [0,0]
(b) x*>+2xy®>+y*—y®>=0, [0,1] (h) sin(xy)+cos(xy)=1, [m 0] (m) e +e¥=2y+2, [0,0]

(€) 2x*y+x3+y3+xy=1, [1,0] (@ %ﬂ +5=1I[mn (n) Z+arcsin (x+y?)=arccos(y+x,[0,0]
(@ e +2xy2 +y*—y°> =0, (0.1 () Z+y2)2=y2—x2, [0,1] (0)*In(x?+y%+cos(xy))+y =0, [0, 0]

Hint: Nejdriv upravte F =0
(e) In(x+y)+2x+y=0, [-1,2] (k) x¥Y+y*=2y, [1,1] ! P

1 t 1 =0,[0,0
® y?2+x*+siny+cosx=1, [0,0] (P) Infx-+arctgy+1)+xy [0.0]

(2) Vysetrete lokalni extrémy funkce y(x) zadanou implicitni rovnici F(x,y) = 0O,
(@*x®+y2—4x+2y=0 (c) (x*y>)2y%22x>=0 (d) 2y%2+x2—2yx—5—4y B x> +y%2+6x+2y=0
(b) x4+y4—2x2—2y2 =0 (e) x4—2x2+y2— 1 (g) x2+2xy—y2+8:0

(3) Dokazte, Ze vztahem F(x,y,z) = 0 na okoli bodu [xo,Yo. zo] je definovana hladka funkce z(x,y) a rozhod-
néte o povaze lokalniho extrému, pokud se v tomto bodé [xg,yo] nachazi. Pokud se extrém v [xg,yol
nenachazi, napiSte rovnici te¢né roviny v plochy z = z(x, y) bodé [xo, Yo, zol.

(@)*z° —xz+y =0, [3,-2,2] (h) 2%+ (x—1)e* +sin (&) —zylny =0, [1,1,-1]

b) 2 +2y2+322+xy—2—-9=0, [1,-2,1] (1)x+y+z—35m@—%, (1/m,2,1]

(€) X2 +y2+22—-3xyz=0, [1,1,1] () exp(lnz—cosz) - 35 =0, [me—1,7

(d) 22 +3x%z—2xy =0, [-1,-2,1] (k) x —z+arctg % =0, [1,0,1]

(€) Inz+x*yz+8=0, [2,-2, 1] M sin(Z(x+y+2)+In(x*+y?-z%) =1, [1,1,1]
@ xy+z4ertr==0, [1.1,-2] (m) arcsin (> 2 H2z+y*H/2z+ IHxyz=2, [~ 1-1,0]
@ :=Ing 011 (m) arcsin(x* — 2+ 24) + ¢/ (x2y2 —1)6 +xyz=0, [1,1,0]

(4) VySetrete lokalni extrémy funkce z(x, y) zadanou implicitni rovnici F(x, y, z) =0,

(@) x®>4+y?4+22—4x+6y—2z+13=0 (b) x> +xy—22+z4+y+5=0 () v1—2xyz— lf—; =y?

(5) UkaZte, Ze uvedena soustava rovnic F;(x,y,z) = 0 a Fa(x,y,z) = O uréuje v jistém okoli daného bodu
[x0, Yo, zo] implicitné zadané funkce y(x) a z(x). Spoctéte jejich derivace do druhého rfadu a napiSte
rovnici teény krivky [x, y(x), z(x)] v bodé [x¢, Yo, zo].

X2—|—92+Z2_3:O Xy+ez—COSI_,j =0 X2 +y2+z2:2

* —_—

() [ -y —o (1,1,1]  (c) LH_Z_ILJ_I_COSUZJ’ [0,0,0] (e) xtytz =0 1,0, 1]
X +y?+22~1=0 x+y+z =siny 2x24+3y%+22 =47

(b) |: z XZ —O [0 1 0} (d) |:COS(X+Z) :ey+2:|, [0, O; O] (f) X2+2y2 —z ) [72, 1, 6]

2 2x+y+z
In®(xyz) + arctg 5+ 75 e

x2 42z + ln’z‘iﬁ 3sin (Z(x+y+2z))=

sin (5 (x+y+2z)) + In(xyz) =—1
@ |:X3 +y3+2z°%— Zarctg ;LX+22 —Z -1 |’ [1.1,1] (e)

O »M:l

][111}
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(6) Ukazte, ze uvedena soustava rovnic F;(t,x,y,z) = 0,Fa(t,x,y,z) = 0 a F3(t,x,y,z) = O urcuje v jistém
okoli daného bodu [tg, X0, Yo, zo] implicitné zadané funkce x(t),y(t) a z(t). Spoctéte jejich derivace do
druhého radu a rozhodnéte o povaze lokalniho extrému, nachazi-li se v to.

xyzt+yzt+zt =3 sinx + cosy +sinz+cost =2
(a) x—y+z—t =0/, [1,1,1,1] (b) |cosx+siny+cosz+sint =-21, [0, nw, 0, —7]
xt—x2+x =1 sinx +siny —sinz+sint =0

(7) Ukazte, Ze uvedena soustava rovnic urcuje v jistém okoli daného bodu [xo, yo, wo, vo] implicitné zadané
funkce u(x,y) a v(x,y). Spoctéte obé parcialni derivace prvniho fadu téchto funkci v bodé [xo, yol-

[x = wcos(v/u) o xetTV+2uv =1 ev cos Y = X
(a) _y_usin(v/u)} B [1,0,1,0] (d) [yeuv_liv_zx , [1,2,0,0] (f) eﬁ szzf , [1’1,1’%]
u V2
-Xze“Jrusinv o X2eu+v+2u2v2: 1 L, )
(b) _yeu—U.COS\}:| ) [e +1, e, 1v 2] (e) |:y2euv_ (l—ol—lv]z —4x:| s [1,2,0,0} (g) |:‘;L:;C2 1—32:| ) [*1, *2, 5, *3]
[ ut+v=x+y
() |sinu/ sinvx/y} »10.1,0. 1]

(8) Ukazte, Ze uvedena soustava rovnic urcuje v jistém okoli daného bodu [x¢, Yo, zo, W, Vo] implicitné zadané
funkce u(x,y, z) a v(x, y, z). Spoctéte obé parcialni derivace prvniho radu téchto funkci v bodeé [xo, yo, zol-

2e" +vx—4y+2=0
vcosu—6u+2x—2z=0

(a) } , [0,1,1,?,7?]

(9) Ukazte, ze uvedena soustava rovnic urcéuje v jistém okoli daného bodu [xo, Yo, zo, 1o, Vo, Wo] implicitné
zadané funkce u(x,y, z), v(x, y, z) a w(x,y, z). Spoctéte obé parcialni derivace prvniho radu téchto funkeci
v bodé [Xo, Yo, ZO}.

X =ucosvsinw
(@) |y =usinvcosw|, [1,%,0,0,1,0]
z =usinw

Retizkové pravidlo, Véta o regularnim zobrazeni, Transformace proménnych
(1) Vyjadrete diferencialni rovnici v y(x) jako rovnici y(t) nové nezavisle proménné t
(@ (1-x%)y”" —xy’'+y=0,x=cost (e) x*y” +xy’ — 4y = xInx, x = e' [Eulerova ODR]
b)) (1+x2)2y" +2x(1 +x2)y' +y=0,x =tgt
(2) Vyjadrete diferencialni rovnici/vztah y(x) v proménnych x(t), y(t) zavislych na spoleéném parametru t
@y’ =+v1+y?, vy =tgt (©)*y”/(1 +y?)%2, x=r(t)cost, y=r(t)sint
b)*y”/(1+y?)%2, y' =tgt [Krivost]

(3) Vyjadrete diferencialni rovnici v y(x) pomoci x(y) zavislé na y (prohozeni zavisle a nezavisle proménné)
! 2 " ’ 3
@ (5) 5 =x(3) v -1y s
(4) Spoctéte parcialni derivace 3=, ¢Z, 35, 3755 g—ié pomoci retizkového pravidla
(@) z=x2—y2,x=ucosv,y=usinv (b) z=e*Iny,x=ucosv,y=usinv (¢) z=xy?,x=ulnv,y=vinu

(8) Vyjadrete diferencialni vyraz f(x,y) v novych nezavisle proménnych u, v, tj. jako vztah f(u,v) (poznamka:
f(u,v) je jina funkce nez f(x,y), formalneé f(u,v) = f(x(u, v), y(u,v)))

(@ fx—fy=0, u=x+y,v=x-y (8) fxy=(1+7y)3 u:x+y,v:%+yl
(b) yf’X—Xf’y :O, u=x, V:X2+y2 (h) (X‘}’y)f‘x*(xiy)f‘y’ u=1In /X2+y2’\):arctg%

() xfx+yfy =0, u=x/y,v=y (i)*fgx+f%’ X=uv, y= %(uz_vz)

$020 (2212 2 _ _ _ 1,1
(A x*f xx—(x*+Y ) f sy 1Y Fyy = 0, u=x+y, v = Ty G) %+ f?y, X =ucosv, y =usinv
(e) xfx+1fy \/y2+1 =xy, u=Inx, v=In(1++/ 1+y2) (K)*f o + fyy, X=ucosv,y=usinv

B 2 —2yfyy =fy, U=x=24, v=x+24 (1) xf, +yfy ="Ffx+ %if‘xy, X=u,y=uv
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(m) 4xyf .y, —2yfy, x=uv,y=7, (0)*xf x+yf, =x/f, x= %(u+f(u, v)2), y = vf(u,v)

(M) xfxx —Yfyy, x=(u+v)?% y=(u—v)?

(6) Vyjadrete diferencialni vyraz f(x,y, z) v novych nezavisle proménnych u, v, w, tj. jako f(u, v, w)

(a) f2+f2,+f%, x=usinv cosw, y =usinvsinw, z=ucosv (b) xyf xy +yzf yz +2xf ., X =uv, y =vw,z =wu

(7) Transformujte diferencialni vyraz z(x,y) na vyraz v nové zavisle proménné w(u, v)

2

@*x%zx +y%zy =22, u=x,v= L L

1 1 2 2
TR (c]*z,yZ,XXfZZ‘XZ‘yz,Xy+Z‘XZ,w =0, u=y, v=z, w=x

b)*yzyy +2zy,=2/x, u=x/y,v=x,w=xz—y (d)* 22 +z?y, U=Xz,V=Yyz, w=X
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Variacni pocet

Gateuxuv diferencial
(1) Spoctéte prvni a druhy Gateuxtv diferencial funkcionalu na mnozinach funkeci
(a)* D[y] :fby2+y’2 dx, Clla,bl,a<b (c)*Dly1,yo] foxy1+g1 2ys2+ysdx, C1[0,11x C[0,1]
(b)* Oy J"O (y* —y’?) dx, C'[o, 1] (d) (D[y]:foxzsin(ny)+y’3+y”y”’+ye*9”2dx, c3[o, 1]
Extrémy funkcionald, Euler-Lagrangeova rovnice, Jacobiho véta

(1)* [SPok MAF3/1: Uloha 8] Necht ®[y f y2(x™ —y)dx pro n prirozené dostatecné velké cislo a necht
M = {y € C}[0, 1];y(0) =y(1) = 0}
(a) Ukazte, Ze jedinym feSenim Euler-Lagrangeovy rovnice leZicim v mnoziné M je yo = 0.

(b) Ukazte, ze D2®(yp; h,h) >0 proh € M, h # 0.

(c) Ukazte, Ze yo neni bodem extrému funkcionalu, tj. v libovolném okoli bodu yo (v metrice C'[0, 1])
existuji body yi, ys € M tak, Ze ®(y;) < O(yo) =0 < ®(y2).

(2) Ukazte, ze funkcional ®[y] nema na mnoziné M = {y € C![a, b];y(a) =yo,y(b) = y;} minimum.
@+ 0yl = [1,x2y2dx, y(-1)=-1,y(1)=1 (b) oyl = [' xB(y")2dx, y(-1)=-1,y(1)=1

(3) Naleznéte vSechny extremaly funkcionalu ® na mnoziné spojité diferencovatelnych funkci M = {y €
C!(la, b)) [y(a) =yo,y(b) =y1} a rozliste o jaky typ lokalniho extrému se jedna (kupf. dle Jacobiho véty)

(a)* Oyl = [o"y'? —y? dx, y(0) =y(2n) =1 (m) Oyl = [Txy'* —2yy’® dx, y(1)=0,y(2) =1
b)* Oyl = [o(y’ +y)? dx. y(0)=0.y(1) =1 (n) Ofyl = [{2y—yy'+xy'2 dx. y(1)=1.y(3)=4
(© Oyl = [2y3y3dx, y(1)=2,y(2) =2v2 (0) Dly f1 Xy +y)2dx, y(l)=1,y(2)=1/2
@ Oyl = [, %y dx, y(0)=1y(1)=e (p) Olyl=[>(y e 2¥dx, y(1)=e,y(2)=e?

(e) Dly joy’3+3y’2+y dx, y(0)=0,y(1)=1 (@ ®[y]=ﬁfi(y*%y )sinxdx, y(§) =—1nv2,y(3

0 Oyl =foyy)?dx. y(0)=p>0.y(1)=q>0 @) dly=[gy" 196y2+2ysinxdx,y(O)zo,y(ﬂ):_§
(@ Oyl = [7x%y’3dx, y(1)=0,y(2)=In2 (s) Dy :fg/zy'2+2yexcosx—|—y2dx,y(O):—%,y(g):ge%

(h) Oyl = [53yy’ —2xy’® dx, y(2)=2.y(8)=3 (1) Oyl = [/ y2+y2—2ysinx dx,y(0)=0,y(Z) =

@* Ofyl = [Txy'* —2yy’2 dx, y(1)=0.y(2)=1 () Oy =12y 24y Inxdx, y(1) =0, y(4) =1+In22-1n2

GOy = [oy'2+x>dx, y(0)=—1,y(1)=1 W) Olyl = [Ly2 +y2 + 2xy’exdx, y(0) = &, y(1) = 1

(k) Oyl = flxzy’ +2xy dx, y(0)=0,y(1)=1 (W) Olyl=[7y'2 — Ly? + 68ye*dx, y(0) =0, y(mM=9e™

1) oy fl 2yy’ +x%y’2dx, y(1)=2,y(2)=3/2 @)*Dly fo 1—ev”dx, y(0)=0,y(b)=y;.b>0
Vazané extrémy funkcionalu

Nalezneéte vSechny lokalni extrémy funkcionalu ® na mnoZiné spojité diferencovatelnych funkci M = {y €
Cl([a,b]) |y(a) =yo,y(b) =y1} s vazbou f g(y) dx = G a rozliste typ extrému

(1) Olyl = [yy? +y? dx, y(0)=y(1)=0, [yydx=1 (3) Oy = [fy? dx. y(0)=y(n)=0, [fy>dx=1

@) Olyl = [oy2 dx, y(0)=1.y(1)=6, [fydx=3 @ O =[gy>dx, y(0)=y(m=0, [fy” dx=m/2
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Stejnomeérna konvergence

Stejnomérna konvergence posloupnosti funkeci

(1) Na danych intervalech vySetrete charakter konvergence (tj. bodova dana limitou ¢(x) = li_rp ©n(x),
n—oo
stejnomérna, lokalné stejnomérnd) posloupnosti funkci ¢, (x) (pfip. v zavislosti na param. « € R, ¢ > 0):

@* x"—x""l,  [0,1] (h) nln(l—i—%), [0, 00) (P) n%xe X, [0, 00), resp. (0,00)
(b)* ﬁ [0, c0) @  VIiixn [0, 00) (@ %ln (%) na (0, ¢), resp. (&, o)
n2x2 ] 14 xn+! arctg(nx)
© Tee 0o 0 T 0o e
@ 55 R ) (142" R ® 2 (00
n3 +x nx
. M e 6. @M (2sinx)™/(1+(2sinx)"),R ®  sin(m™. (0.1
(e) , [0, 00) resp. (0, o)
V14n?2x2 (m) (x™—x""3)arctg(n?x), . 1 .
. (0, 1), resp. [0, 1] (W) n(sin(x+1)—sinx), R
® (1+x®™)~, [0, 00) resp.(0, co) N
n M xIn(x+:25).[0,00) € T
@ (1 N i) . [0.50) ( +1) o0 ) \/ﬁ][[lsm(kx),
n (0) n%xe ™ [0,00), resp. (0,0c0) N

(2) [Dém 2804.] Ukazte, Ze posloupnost f,(x) = nx(1 — x) kde n € N, konverguje, ale nikoli stejnomérné,
o - . 1
na uzavieném intervalu [0, 1], a presto limy,_, fo fo(x) dx = fo limy oo Tr(x) dx.

Stejnomérna konvergence fad funkci, Weierstrassovo kritérium

Vysetrete charakter kovergence fady funkci >~ ¢, (x) (bodova, stejnomérna, lokalné stejnomérna) na danych
intervalech (pripadné v zavislosti na parametrech «, 3 € R, ¢ > 0):

* - n n S /2 2\ n x22’ 1)
(1) ZX (1—x™M), [0, 1] (10) ngl sin(7vx?+oa?) T+x R (19) ngl 7W,
o5} % n'x
@ Y x"e ™, [0.00) (11 g Tine (0o (20) Z “(1+tghmy). R
= X A—NX (12) s O 1] = (—1)“x“
@ Y e ™ (@) Do) B0 Z T @) Y om0
3 (13) i . @ [0.1] ) [0, 1]  sin(nx)
(4) Zn“xe_“zx, [0, o) —=1 e @ ’ (22)*chx P (a) [0, 27), (b) (O, 27)
_ n=2
00 00 )
5) n;sm%cos“x, 0, (14) Z 3 @ (0.1 () 0. 00) (23)*;(—1)“&““&“"), -3, 1)
@Y o 0.1 (15) Zl+n2x4 (2)10.00) )0 20) (54) Y~ e~ sin(nx?),  [0,00)
n=1 n=0
x> = (16) Z \ﬁ(a) [0, €] (b) [O sin x sin(nx)
(7) Zln (1+ e n), 1, 1] ! (25) Z oz [0:)
8) Z Larctg >, [0,0) (17) Z e 0% (g Z xsin(nx) -y

n

0, 1] (18) Z nx_27+1 R (27) Zcos nx 1n(1+ )arctg , (0,7)
n=1
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Integraly zavislé na parametru, Lebesguetuv integral

Spojitost integrali, véty Leviho a Lebesguova

(1) Spoctéte zaménou limity a integralu pomoci veét Leviho nebo Lebesgueovy (predpokladame «,y > 0)

R . [* arctg(nx) e x/m R JOO sinx _
1 d i Rt im 1 ——e d
(@ lim | X (d) lim JO T O (@ lim e & W), ~ ¢
) ll’l( + ) 0 roo ® xe ™ dx
. nx .
® fim [ ax @ im [ eosnan @Y | e O dm |, e
N n=0 0
[ dx [ X ©x2e Y1) ging
o) i _dx (H* lim J —_dx im| ~o %
(c) lim | 1x+2%5 noeJo L x2n 0 B, te—cos? 2

(2) Vysetrete konvergenci a spojitost nasledujicich Lebesgueovych integralti jako funkci parametru « € R

o eTox T sinx 2,9 1 sinx o
(a)* J;) 113 dx (C) Jo m dx ( ) J' ( + XXCOS“+ ) (g)*J T dx

© x dx 1 o Hint: Per partes ma-
(b) J x (d) J VX2 + a2 dx J'Oo _Ssmy joranta

o 1+x . ® T dx

(3) Derivujte dle parametru « > O funkce zadané integralem

o N In &
(a)* J Inx dx (b) J sinx? dx (c) J e dx
o2 1/

X

Feynmanova metoda

(1) Urcete, pro které hodnoty parametra «, f € R konverguje Lebesguetv integral a pak jej spoctéte Feyn-
manovou metodou (derivaci dle parametru),

1 rl
(@) [,In(x*+ «?) dx ) In(1 — ax?) d
Lo ] Jo x2V1—x2
X J—
(b) JO lnX dx (g) ! arCtg((X‘X) dX
00 L—ax? —Bx2? 0 X 1—X2
(C) J € e dx /2 ln(l + O(Sil’lz X)
0 x (h) —— s dx
sin“ x
() [T e " cosh(Bx) dx °
@ [0 +acosx) |
0 x2

(m)* [ e B cos(ax)dx

In(1 + ax?)
X2

« [ cos(px)
() J,OQ 1+x2
Hint: Vlozte e~

1
(o) J dx
o« VX2 — o2
Hint: subs. x=cos0

dx dx

mj

(&) [7/%In(1+02tg®x2)dx

00 2
(1)*J0 exp (;':2 - x2> dx

ax?

arccosx

x dx

x
@
0 sin x\y/SIN“o—SsIin“x

Hint: Uvazte B fixni

(2) Spoctéte integraly zavedenim vhodného parametru a poté Feynmanovou metodou,

1 o s
(@)* | In*x dx (d)*J SINX 4x
0 0
Hint: I(a) = [x* 1dx Hint: Vlozte e~ **
® 1—cosx
> —="4
(b) Be % dx (e) Jo 2 X
0 Hint: Vlozte e~ **
o7 _arctgx Uin(1 + x)
(c) o x(1+x2) H* f dx
Hin: =3 S5 g, s g
Un(1 —x

* Inx * In’x
h)* — dx * 1 L ~2
()J01+2 (k)J01+2dX
oo In(o?+x?) o
Hint: [§ 5y dx Hint: J3 iy s
[P Inx © >
(l)*J'O o dX (l) J 111’177( dx
ooln otx?) o
Hint: [} mdx Hint: I?%dx
*® xInx
o - * 1 §
O] m) | dx
Hint: [2Xnle?n?) g : oo In® (ot
fo 3(1+x3) Hint: Io %dx

dx
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Dvojny a trojny integral, Fubiniho véta

Fubiniho véta : Pfima parametrizace prumeéty a fezy

(1) Spoctéte dvojné integraly na prislusné mnoziné M C R? jeji vhodnou parametrizaci

dxdy ( 2 : 2
(a)*”MW’ M=(0,1)x(1,2) (e) J ]\1A+xdxdy, —3x>y>x"—4,x<0 (j) ”Mx V/1+y + cosy dxdy,
trojuhelnik. [0,0](1,2][2,1]

(k) ”xyx/1+x2+y2dxdy, M=(0, 1)2
M
dxdy M : P4y dxdy, 0<y <1, yhé< 1
M |
M

2 dxd
(b) ” 5 dxdy,xy>10<x<3y<4x ® ek M:%yz<x<y+4
%
(c) x2+1°

x
MY IM 1+X,
M

J cr

(d)JJ x+y dxdy,y?2-x2<1,y>0,[x|<dh) | [ e *Ydxdy, M: 0<x,0<xy<1
M JIm (m)*” xy dxdy, M:4x®>+y%<4
M

(i) JJ xydxdy, trojuh.[0,0][1,2][4,2]
M

—x<y<2x—x* (8 dxdy

1+x+y

,x>0,y>0,1<x+y<2

(2) Spoctéte obsah rovinného obrazce ohrani¢eného krivkami
(@y=x2x+2y=3,y=0 () x=y2.8x=y%,y=5 (e) x=y2,xy=1,x =4y
) xy=1,xy=4,y=x,x=38 (d) y=x%,x—y+2=0,x=0,x=1 @Hy=Inx,x—y=1,y=-1
(3) Urcete polohu tézisté homogenniho rovinného obrazce ohrani¢eného krivkami (pfip. splnujiciho nerovnosti)
(@)*y = 2x — 3x%,y = —x (€) y* =4x+4,y* =4 -2x
(b) y =sinx,y=0,x € [0, 7] d 1<xy<2,x<y<2x

(4) Spodététe trojné integraly na prislusné mnoziné M C RS2 jeji vhodnou parametrizaci
P )] graly P J€) P

([ dxdydz . ™
2 2 2 M:0< <y,0<z<
(a) ”J'Mx + 42 + 22 dxdydz, (c)*wJMi(l—s—Sz)f*’ VX <y z2< g —X

M:0<z<x+y,0<y<3,0<x<2 tetraedr(0,0,0/600](0301002] (g m xz dxdydz,
M

(b) ”J 23y sinx dxdydz, (d) ([ 7dXdde , 0<x,0<y,x+y<1,0<z<¢H2+1
M JImMl+x+y+z
0<z<sinx,0<y<sin®x, 0<x <% tetraedr(0,0,0](1,0,01(0,1,0](0,0,1] (g) ”J xy2z? dxdydz,
M
.
(e) ycos(x + z) dxdydz, M:0<z<xy,0<y<x<l1
JJIM

(5) Spoctéte objem télesa ohrani¢eného plochami (x > 3 > 0)

(a) y=x,y= l,z= XY,z = 0 (d)Z:X2+y2+4,X*y:2,X:O,y:O,Z=O (g) (X+y)2+2Z: l,X:O,y:O,Z:O,
(b) z=x*y2 z=2(x*+y?),y=x,y=x2 (e)z=xy, z=x+y,x=0,y=0,x+y=1 (h) |zl =xy,x+y=o,x +y =P
() xy=Lxy=2y=xy=2xz>=xy [ z=0,y+z=1,y=lnx,y=In’x (@{) 22=xy,x+y=o,x+y=2

(6) Urcete polohu tézisté homogenniho télesa ohraniceného plochami
@ x+y+z=1,x=0,y=0,z=0

Fubiniho véta II : Polarni, cylindricka a sféricka substituce a jejich Jakobiany

(1) Spoctéte dvojné integraly prevodem do polarnich soufadnic na mnozinach M C R? bodu [x, y]
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dxdy 2 ” dxdy 9 o ” ) )
I e e M=K @] ———. M: <2x (h dxdy, M : (2 8
o ||, s e @ )] ge MXTYIS2e ) ] cdudy, M: 07 <y

. dxd
(b)* L/dedy”“:xzwz@ @ || arctg Yaxay. xy?<1y>0 @ ”M Y Mi0<2y<1x?

» N

dxdy, M: x*+y?<1 (f) ” xy dxdy, M :4x*> +y% <4 () ” V1+x2+y2 dxdy, M=10,1]>
M M

[ In(x24+y2
@ || 25
MX“+Y

(g)” £A>3+4y2)exz+492dxdy, Pt <1

(2) Spoctéte plosny obsah rovinného utvaru ohraniceného krivkami, uzjite polarni souradnice
(@) (x2+y?)?%=28xy (€)* (x> +y2)2=x2—y? [Lemniskata] (d) x®*+y>=xy  [Descartiv list]
) (x®+y3)2 =2 +1? (€ x* +y*=x2+y?

(3) Urcete polohu téziste homogenniho rovinného obrazce ohranic¢eného kiivkami, uzZijte polarni souradnice
(@)*x% +y2 =4x,x2 +y2 = 4x (b)*p=1—cos¢ [Kardioida]

(4) Spoctéte trojné integraly prevodem do cylindrickych souradnic na mnozinach M C R3 bodt [x, y, z]

(a)*m x2 + 42 dxdydz, M:Vx+12 <z<6-x*—y* (q) m xy dxdydz,
M M
M:x2+3y2<z<1,x>0 (c) J-” x2 +y? + 22 dxdydz, 0<x®>+22<4,0<y <4 —x%2—22
M
(b) ”J /x2 +y2 dxdydz, M:x2 —-2x+y2 <0zl < 1
M

(5) Spoctéte objem télesa omezeného plochami, pripadné definovaného nerovnostmi, uZzijte cylindrické
souradnice, « > 0

(@ z=o>—x%,2=0,x>+y% =02 @z=x2>+y2 x> +y2=x,x>+y2=2x,2=0
) z=6—x2—y2,z=x2+1y2 0 z=2+y2)2. 2>+ =x.x*+1y2=4x,2=0
() z=2(x>+y?),z?2 = 16(x%2 +y?) (@ z=x>+y2z=x+y
dz22=1+x2+y%,z+x2+y2=5 (h) z=0.z=x2+y2%, (x* +y?)2 =x2 —y?

() x*+y2<4, (x2+y?)2 > 4(x*y?),x>0,y>0,0<z<xy

(6) Urcete polohu tézisté homogenniho télesa omezeného plochami, pfipadné definovaného nerovnostmi,
uzijte cylindrické souradnice. « > 0

(@ z=x2+y2%,z=2 (c) O<z< X+ P2x+y<5x>0,y>0 (e)x+y<o 0<z<x?+y2,x=>0,y=>0

b)) z=4—/x2+1y2,z=0 (d) 2z>x2+y2, x> +y2+22<3 (0 (PP <4022, 0<z< 1432

(7) Spoctéte moment setrvacnosti homogenniho télesa o jednotkové hustoté kolem osy z, uZijte cylindrické
souradnice, a >b >0

(@) (v/x2+1y2—a)? +22 =1b? [Torus]

(8) Spoctéte trojné integraly prevodem do sférickych soufadnic na mnozinach M C R3 bodt [, y, z|

(a) ”J' VX2 +y2 + 22 dxdydz, (c)* ”J Vx2 +y2 + 22 dxdydz, (e) ”J xyz dxdydz ,
M M M /x2 + 4y? 4 822
M:x*+y?+2* <9,x >0,y <0 M:x* +y>+22 <z M:x24y2422<1,x >0,y >0,2>0
(b) m xyz dxdydz, (d) m x% +y? dxdydz,
M M

M:1<x®+y2+22<2,xyz>0 M: 1 <x*4y?42%2 < 9,y>0,2<0,

(9) Spoctéte objem télesa omezeného plochami, uzijte sférické souradnice, o« > 0
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(@)* (x2 +y2 +22)% = 3xyz (d) (x%+y%+22)%2 =«(x%2 +y% —22)
(b) (x* +y2+2%)2 =xyz (€ (x*+y2+22)%2 =x? +y2 —2?
() (x> +y?+2%)? = a(x® +y? —2?)

(10) Urcete polohu tézisté homogenniho télesa M bodu [x,y,z] € R® spliaujiciho nerovnosti, uzijte sférické
souradnice. o« > 0

(@ x> +y2+22<a?,2>0 ) x2+y?+22 < a?,z> /x2+y2
(11) Spoctéte konvoluci z definice f(X = [ f(Y)g(X—G)dy, XeR3 r=|%]. «>0
(a)* r2sxe T b) rxe "

Fubiniho véta III : Obecna substituce, Jakobian

(1) Spoctéte transformaci dvojného integralu vhodnou substituci

(a)*” dxdy x>0,y>0,1<x+y<2 (d) ”x2 +y dxdy,1<xy<4,x<y<9x Hint: u=x+y,v=y/x
M

m1l+x+y
dxdy 8 dnd (g)*” x2y? dxdy, M: xP+ylP <1
—— i’ 1 3,% 2x? M
(b) ”M(3+2x+2y)4 (€) ”M Xyt <y< x ded
M: trojuhelnik [0,0][1,1][2,0] Hint: u = xy,v =y /x> (h) ” T 20 X Zyyz,Mz[O, 112,

(C)*” xy dxdy, x<y<2x, 1<xy<2 (f) ”2x—y dxdy, 1<x+y<4,x <y < bdx volte subst. x=295Y y= sinu
M M

[Beukers-Calabi- Kolk]
Hint: u=xy,v =y/x

(2) Urcete plosny obsah rovinného obrazce ohrani¢eného kfivkami, pripadné zadaného nerozvnostmi, uzijte
vhodnou substituci, « > 0

(@) x +y=1,x+y=2,x=3y,x=4y (d)*x*/3 +y>/3 = «?/3 [Asteroida] (g) (x> +y>)% =xy

(b) i< Vx+g<3, sx<y<2x (e)*x*+y®=xy [Descartav list] (h) x* +y* =xy
c) xy=o2,xy =202, x=y,y=2x X2 + X2 = @) (x*+y*)5%=xy
(c) 2 20 2 0 (9 +% Yy

(3) Urcete polohu tézisté homogenniho rovinného obrazce M bodu [x, y] splinujicich (« > 0)
(@) x> +y?3 <a?38,x>0,y>0

(4) Spoctéte transformaci trojného integralu vhodnou substituci

dxdyd X2y
(a) ”J XIEZ tetraedr [0,0,0][1,0.0][0,1,0][0,0,1] M: 5 +%+%5 <1,x<0,y>0,z2>0
M1+X+y+l
substituci u=%,v=%, w=1+x+y+z (c) J” xyz dXdde Jz—xl<y<1,0<x<1,
M\/4x222—(y2—x2—22)2
(b) ”J xy dxdydz, substituce x=w, y=y/W2+4u2v(v—w), z = 2uv
M
(5) Urcete objem télesa omezeného plochami. «, 3 > 0
(@ z=6-7x>—-y%,z=5x2+5y2 () z=xy,z=0,x+y+z=1, (€) x3+y3=a3,|zl=1+[x|3]y|3

dle sub.u=%,v=x,w=x+y+z+1
E T =S 2y =
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Krivkovy a ploSny integral, integralni véty

Krivkovy integral skalarniho pole (I. druhu)
(1) Spoctéte kiivkové integraly [ f(x,y) ds v roviné podél kfivky C C R? bod1 [x,y], « > 0O

ds
* . {ised _ 2.2 S22 x=o(t—sint)
(a) iny,C.usecka (1,—2][3,2] (c) fﬁcx +y“ds, C: x%+y?=oax (e)J‘ By ds. C: | y—al1_cost)
te(0,2m)

b) § 12 ds Cix? 4 y? (@ § fyids, €2y =a?(x-?)

2+ 2 Ie 3 3 2 2

(B) ¢ [xlI*+ylads, C:[xl3+yls =1
c

(2) Urcete délku krivky C C R?, o« > 0
(a) C:x:tz,y:t—g,te(—\@, Vv3) (b) C:x=cos%t,y=sin®t,tc(0,2m) (d) C:p(p)=a(l+cos ), e € (0,m)
(€)*C:p(p)=¢€®, ¢ €[0,27) (e) C:p(p)=sin®¢, ¢ € (0,3n)
(3) Urcete polohu tézisté homogenni krivky C C R2, o > 0
(@ C:x=u«(t—sint),y = (1l —cost),t € (0, 2n)

(4) Urcete plosny obsah valcové plochy S C R3 splaujici, o« > 0

(@ S:y?2 =4x,0 <z < 2Vx —x2 (d S:x®>+y2=c2,0<z<x,x>0,y>0
) S:x?+y? <1 0<z<xyx>0,y>0 () S:x2+y%2 =0a2,0z <x?+y?
(€ S:(y¥2=xV9x—4=0),0<z<2y,y>0 () S:x®+y? =oax,x?2 +y? + 2% < o?

(5) Spoctéte kiivkové integraly [ f(x,y,z) ds v prostoru podél kiivky C C R® bodu [x,y,z], « >0
. x=cost, z =t [ x2+y?42=a2, 9, 2 [x2+2y?2 =4,
(a) Jg&rlﬂzzds,c LJ sint. t€(0, 27[)] (@) L x+y ds, C: [y Cxy>0,x50|@] FFYNzds C 08

PyP+2=1 x2+y? 422 =u? x2+y?+z2=1

V1+x24y2ds, C ’ 2 ds, C:

(b)L Ptyds C[X2+y2—’<] (e) J"yzds,C: 2y?=2, ® ch @€ [Hy +Z—0}
¢ x>0,y>0,z>0

x=tcost, z=t
(c) JZdS C: [y_tsint, tE(O,n)]

(6) Urcete délku kfivky C C R, a > 0

(@ C:x=3t,y=3t%,z=2t3,t € (0,1) (¢) C:(x—y)?=x+y,x?—y?>=222,(0,0,0] -

(b) C:x=e"tcost,y=e'sint,z=€e"*,te[0,00) (d) C:x@+?=2z,Y =tgz, x>0,y>0,[0,0,0] - —L/3./3.3]

[1,0,2¢3]

(7) Urcete polohu tézisté homogenni krivky C C R®, o > 0

(@ C:x®>+y?2+22=1,x2+y2=x,2z>0 (b) C=C;UCUCs, C1:x24+y?=1,Ca:y%2+22=1, C3:
22 +x2 =1 (¢tvrtoblouky kruznic I. oktantu)

Krivkovy integrail vektorového pole (II. druhu)

(1) Spocteéte [ o dr podél orientované krivky C ¢ R? z bodu A do B pomoci vhodné parametrizace, «, § > 0

. usecka y=x3 2 2
(a) J x2dx—ydy, C: L ]%[3’2}] (b) L( y?)dy, C {[0 0l [3’27}} (c) J (x*—2xy) dx+(y“—2xy) dy,
C:y=x21-1,1] = [1,1]
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. dx+d
(d)J (x+y) dx+ (x —y) dy, (e) J.C—xcosydx+ysmxdy, (g C\X|+|1;J|’ =0((—1,1)x(-1,1))
C:h+iE=1 € isecka (0.0 [ 27 iy [ LB [
@ XYY o2y c ¥®+y? " [[«01=[0,«f

c Ve

(2) Spoctéte [ f+ dF podél orientované kiivky C ¢ R? z bodu A do B pomoci vhodné parametrizace, «, 3 > O
C

z=xy : 2=V +y?| (e 3@ 2dx + 22dy + x*d
P+ =1 | (c)|ydx+zdy+xdz, C:|x2 +y2 = 2x (<) CX rrEay s
[19090]%[0’190] JC '—E[2,0,2} :‘g X = 5

(a)J ydx+zdy+xdz,C:
C
C:[y =2+4sint ] ,te(0,2m)

x2+y2=4 x = 12
=-3+4 t
(b)dex+ydy+zdz, C:| x+4+z=2 y=2t : o8
C [2’0’0} [O 2 2] (d) XdX+ydy+(XZ—y)dZ, C: 7 = 4t2
te(0,1)

Nezavislost na integracni cesté, potencidlové pole

(1) Nalezenim potencialu ¢ = Vf spoctéte kiivkové itegraly podél kiivky C ¢ R2 od bodu A do bodu B
(@) J ydx+xdy, C:[-1,2] = [2,3] () J yd"%dy, C:[2,1]—[1,2], C lezi v L. kvadrantu
c c
(b) J (8x%y—3y?) dx+(x>*—6xy) dy, C:[1,3] = [2,1] (e) J<2xy2+3x2+712+3—§)dx+(2x2y+3y2+y%—%2)dy,
c c

C:[2,1] — [1,2], Clezi v I. kvadrantu
(c) J (3x%2y—2xy?)dx+ (x*2x%y)dy, C: [1, 1] = [2, —1]
c

(2) Nalezenim potencialu ¢ = Vf spoététe kiivkové itegraly podél kiivky C ¢ R? od bodu A do bodu B

(a) J (8x%y — 2% +2z) dx + (x> + 2yz — 3) dy + (y% — 2xz+2x + 5) dz,C: (0,0, 3] — [3, 3, 0]
C

(b) J (x% — 2yz) dx + (y%2 —2xz) dy + (22 — 2xy) dz,C: [0, 1, 1] — [3,0,2]
C

x dx+y dy
—_— 12 ,C:[1,0, , 1,1
(C)Jcl+xz+y2+ zdz,C:[1,0,0] = [0 ]

Greenova véta

(1) Spoctéte pomoci Greenovy vety (u vSech uzavienych krivek predpokladame kladnou orientaci), «, 3 > O

(a){; Sdx —x3dy, C:x® +y% =x (c){; x+y)dx—(x—y)dy, C: %5% 0((0,2) x (0,2))
(e ){; k- f§+;‘ WY e

(b){;x ydx—xy?dy, C:x®+y%2 =1 (d){; (1 —x%)y dx+x(1 +y?)
Hint: Nahrad'te jmenovatel

(2) Spoctéte pomoci dopnénim na vhodnou uzavienou kfivku a aplikaci Greenovy véty

(a) J(exsiny—y)dx—l{excosy—x)dy, C:x*+y? = ax, [, 0] = [0, 0]
C

Plosny integral skalarniho pole (I. druhu)
(1) Spoctéte plosné integraly na plochach S ¢ R3, « > 0

(a)*” (xy4+yz+zx) dS, S:z=/x2+y2, x> +y%<2y (d) ” L
S S ‘/X2+y2_~_22
S:(x®2+y? +22)?2 =202(2%2 —x%2 —y?)

(b) JJ xz dS, S = trojuhelnik [1, 0, 0][0, 1, 0][0, O, 1]
s
(e) @g kyzldS, S=03{x*+y*<z®<1}
(c)@xyds,s;x2+y2:4,o<z<1 S
S
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ds

as, S:z=x*+y?z<1 h@gi,

0 ”SIWZ\ 2=2 ty?z ® 4
S = 9 tetraedru [0,0,0][1,0,0][0,1,0][0,0,1],

(8) ” x+y+zdS, S:x2+y?2+22=1,2>0 ds
S (i)@SsxzqtszrzZ—l’S:X2+y2+(z_3)2:1

(2) Najdéte velikost plochy S mnoziny bodu [x,y, z] € R® splaujici (a > b > 0)

(@) 3z=4xy,x2 +y2 <1 (€) z=4—/x2+y2,0<z<2 (h)* (v/x2+y2—a)?+2z2=b? [Torus]
2, .2 _ 2, .2 2 2 .
(b) x* +y* =1 y* +2° <1 0 2X+y7220,%+%<1 @*z = VX2 +y2,x* +y? < 4x
(C) X2+y2+Z2: 1,X2+y2<X , ) , ) (i) (X2+y2)3/4+221,2>0
Q) 2 =2 2 e @ x*—y*=2z,2>0,x*+y“ <1
(d) z=x"+y~, z< (k) |z|+(x2+yz)3/2:1
(3) Najdéte polohu té€zist€é homogenni plochy, « > 0
(@ S:x>+y2=2z,2<1 ) S:z=yx2+y2, x> +y2<ax  (€) S: x> +y2+22 =z

Plosny integral vektorového pole (II. druhu)

(1) Spoctéte tok || -7 dS vektorového pole f plochou S orientovanou normalou i z definice, tj. vhodnou
parametrizaci plochy. Orientaci ploch uvadime v jednom bodé plochy, pripadné znaménkem skalarniho
soucinu a specialné u uzavienych ploch predpokladame kladnou orientaci, tj. s vnéjSim normalovym
vektorem, o, 3 > 0

(a) J xdydz + (y — z)dzdx + 2zdxdy, g J'J (y —z)dydz + (z — x)dzdx + (x —y)dxdy,
Js s
S : trojuhelnik [3, 0, 0][0, 2, 0][0, 0, 6], Ai-% >0 S:vX2+1y2=20<z<1,1:2<0
(b) J zdydz + xdzdx + ydxdy, (h) J'J‘ xdydz +ydzdx + (1 — z)dxdy
S s x2 +y2 + (1 —2)2 '
. 9 2 4 2 S s
Sixtz=2x4y <4 nez>0 Siz=1- /2 +y2 2 +y2 <1, i-2<0
(c) J‘us xdydz + ydzdx + zdxdy, (i)*@%dydﬁyzdzdx—%zzdxdy, S:a{ A2 <z< (x}

:X2+9y2:9,0<2<4’ ﬁ([SvO’O]) :_)2

S
j) *S@szd dzafdzdx+2dxdy, S : x2+y2+22 = x+y+z
(d)*” x2 dydz + y? dzdx + z? dxdy, o A v Y Y Y
S
S

:x24+y2+20z=0a2,x<0,y>0,2z>0, A-§>0 (k) J'L xz? dydz + yz? dzdx + (x2 +y?)z dxdy,
(e) ” xzdydz — 2x?ydzdx — 2y?dxdy, X =1ucosv
5 S: |y=usinv|,[u,v] € (0,«) x (0,271), n-2>0
S:x2+y2=2z,x2+y2 < 1,1([0,0,0]) =z z=Pv

) )Zj}é xdydz + ydzdx + zdxdy, S: x> +y2 + 22 = 1 m J'J x dydz +y dzdx + dxdy,
s

S:z=x%34+y?3, x>+ 4?23 <1,1-2>0

Gauss-Ostrogradského véta

(1) Spoctéte tok Fhg f-i dS vektorového pole orientovanou plochou pomoci Gauss-Ostrogradského véty, jed-
notkové normaly n ploch S predpokladame vneéjsi (tj. kladna orientace ploch), «, 3,y > 0

(a) )Zﬁ) x% dydz +y? dzdx + 2% dxdy, S =10(0,1)3 (c) J# xy2dydz + yz2dzdx + zx2dxdy,
s s

S=0 {1<Z<3,1<x2+y2<4}
(b) +(ﬂ) (3x+y)dydz+(2y—z+5)dzdx+(x+2y+z)dxdy,
s

+ 2 2 2
S=0{0<z<1-x0<x<1,0<y<1} (d) @gsxy dydz + yz®dzdx + zx“dxdy,

S=0{0<z1<x*+y?>+22<9}
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(e) tﬂ) x3dydz + y3dzdx + z3dxdy, G) # x2dydz + y?dzdx + z%dxdy,
s s
[X24y?+22=1, | z=0, S:a{—2<z§4fx2—y2,x2+y2<4}
SZSlU52,31.|: 2<0 So: x2+y2<l

2

(k) # 2xydydz—y2dzdx+2zdxdy, S:%ﬂ—%—‘-% =1
ﬂ*#)@dydz—kyzdzdx—kzzdxdy, S :6{\/7@ TP <z< cx}
s

) J,S[jg xdydz+ydzdx+zdxdy S
X2 +y2 +22
Hint: Zmeénte jmenovatel, aby pole nedivergovalo

+y*+22=1
(f] @ x}dydz+y3dzdx+2z3dxdy, S:x%+y?+22=1
s

4 2 _ 2,22 o2x .
(h) @SX dydz+2ydzdx+2zdxdy,5 = a{% tE<T< 2} (m) #S (x—y+2z)dydz+(y—z+x)dzdx+ (z—x+y)dxdy,

. S:x—y+zl+ly—z+x|+lz—x+y/l=1
) @xzdydz—kyzdzdx—kfdxdy,s:x2+y2+22 =2x—4y+4 Y Y Y
s

(2) Spoctéte doplnénim vhodného "vika" a pouzitim Gauss-Ostrogradského véty, « > 0

(@) ” xdydz + ydzdx + zdxdy, S: [X2 +y? 9’} S:x®*+y*+22=1,2>0,1-2>0
s
(d) JJ xdydz + ydzdx — zdxdy,

(b)*” x?dydz + y2dzdx + z*dxdy,
Y dydz+y Y S:x®+y*+2% =4,x > 0,1([2,0,0]) = —%

S:x2+y2+20z=0a2,x<0,y>0,2>0,7A-2>0
(e) JJ xdydz + ydzdx + dxdy,
2 2 2

(c) ”s xy“dydz + yz=dzdx + zx“dxdy, 5, ) )

Stokesova véta

(1) Spoctéte krivkové integraly druhého druhu pomoci Stokesovy véty, orientaci uzavienych krivek udavame
bud pomoci poradi bodt ¢i pomoci teéného vektoru ©
(@) + Y2 dx+ 2% dy +2 dz, Cix?4y?=1,x+z=1,%([1,0,0]) = ¢
< z—y)dx+(x—z)dy+(y—x)dz

C:trojuhelnik [2,0, 0] — [0,2,0] — [0, 0, 2] d) § . C=C,UCyUCs.
x2+y + 22
(b)S‘; y dx+zdy +x dz, c [xX24+y?=1, c Ty?2+22=1, c [22+x2=1,
c Ulx>0,y>0 "2'|y>0,2>0[ 3(x>0,2z>0]
Coy>+22 =1, x+y+2=0,7([ /5. —/3.0)-9>0  [1,0,0] — [0,1,0l — [0,0,1] (ctvrtoblouky

kruznic 1. oktantu) Hint: Volte plochu ve
Stokesove vété tak, aby se dal jmenova-
tel nahradit jednodussi funkci nenulovou v
pocatku

(c) i;c(y —x) dx+ (z—x) dy + (x —y) dz,

(2) Spoctéte krivkové integraly druhého druhu pomoci Stokesovy véty doplnenim na vhodnou uzavienou
krivku a,h >0

(a) J (2 —yz)dx + (y% — x2)dy + (22 — xy)dz, C:x=acost,y=asint,z=5xt, [a,0,0] - [a,0,h]
c
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Vektorovy a tenzorovy pocet

C je konstantni vektor, ¢, skalarni pole a i, V vektorova pole, o obecny tenzor druhého radu, f: R — R

Sklalarni a vektorovy soucin vektord a tenzoru

(1) Pro vektory @, b, ¢, d dokazte nasledujici identity
(c) (a@xb)-(cxd)=(a-¢)(b-d)Ha-d)(b-c)

) =¢-(a@xb)

=]!

—&(@-n) (b) G- (bx¢&) =b-(Cx

AS

(@)*ax(bxc)=b(a-
(2) Vyjadrete jako linearni kombinaci kartézskych bazovych vektort x, 4, z
(0* (W) : (W) (h)*Cro

(@)*t-I (e)* (UxI)-v (e) Uix(o-V) G)*Tr(o-0) (1) oxo
(d)*(tixo)-V (g)*Tro i)*o-0 (k) Cr(oc-0) (m) o:c'
Diferencialni operatory v kartézské bazi, obecna pravidla

(b)* (FxI) "

(1) Spoctéte gradienty nasledujicich poli z definice, uzitim linearity, retizkového a souc¢inového pravidla

(d)*Vv/2x2+y  (e) Vi/x2+y2+2z2 (f) V(Z/\/x2+y2)

(@*V(x +y?) (b)*V(y*x—*y)  (e)*V(x*§2)
(2) Spoctéte divergence a rotace nasledujicich vektorovych poli
(¢) x*yx +xy2y + xyz @u—2%+E—Ng+k-yz (@ ZI2¥
XX+yy+zz

(@) xx +yy +zz
@Ay+Ix+e+g+x+yz O GHEIZ () Sl

(b) yzx + zxy + xyz
(3) Spoctéte vyjadrenim v kartézské bazi gradienty a dalSi operatory obsahujici poziéni a axialni vektor a

identicky tenzor
(@)*vr () V-7 (e) V(r?) ® V(p?) (@)*Ar? (@)* A7 (k)*V(pxc)
(h) Ap? *Vx(FxI) @*V(Fxe)

(b)*Vp (d) Vx7¥
(4) Obecna pravidla, Kroneckerovo delta, Levi-Civitiv symbol, Einsteinova sumac¢ni konvence
(c) Vx(cxVd) (d) V-(c-Vd) (e) VxVi B*VxVxid (g) Vx(uxV)

(a)* V(i) (b) V(r?)

(5) Dokazte nasledujici relace. Hint: Derivace komutuji
(@)* A(Vx VXU = (Vx VX)Al (b) A(FxV)p = (FxV)Ad
(6) Spoctéte aplikaci operatora stopy Tr, Cr, pfipadné kombinaci fetizkového, sou¢inového a dalsich pravidel
(@D)*Vx(Txe) (K)*Vx(ph) (m)*A(du)

(8* V- (o])
@*V-(on) @ Aldp)

(h) V- (¥x¢)

() V-p (e)* Ar?

(d) Vxp 0 Ap?
Cylindricka a sféricka baze, gradienty zakladnich poli

@*v-7
(b)*V <7

(1) Vyjadiete v kartézské, cylindrické a sférické bazi Hint: T = ¥/1,0=7%xp
(a)*1 (b)*z (€)p (D¢  (e)*F 0 (@*zxp (h) 2x¢ ([@D*zxF (*pxI (k) OxI

(2) Spoctéte aplikaci retizkového a soucinového pravidla
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(a)*Vr, Hint: v?=x24+y2%+z? (¢) Vo, Hint: pcosp=x (e)* V#, Hint: ¥ = r# (8)*V, Hint: ¢ = —pxz
(b) Vo, Hint: p2 =x?>+y? (d)*V0, Hint: rsin@ =p  (f) Vp, Hint: § = pp (h) VO, Hint: 00 =zt —12
(8) Spoctéte aplikaci operatoru stop, retizkového a soucinového pravidla a dalsich identit
@*Vv-r () V- (e)* Vx+ @*Vvxe i Ar (k) Ae (m)* A7 (0)*Ax P
(b) V-p (d*Vv-0 ) Vxp (h) Vx6 @ Ap m*Ad (m) Vxp (p) Ax6
Pocitani se zakladnimi poli pomoci jejich gradientt a skladanim pravidel

(1) Spoctéte, x € R

@V  @AgLls @At @VE @) VEH) (AR mFV-E7) () V-(09)
BFVEL (@ral 0 AfD)  @re-v3L Q) VExD) M) AlExP) @*Vx(F) (p) Vx(7e)

(2) Vyjadrete jako tenzor pomoci zakladnich poli
@AW (p. 9.2) (e)*A(f(r)) (e) Alzpf(r)@)  (8) V- (f(p)pp)  W*Vx(pf(r)@) (k) 7-V(pf(r)@)
B)*A((r, 6, 9) (d) Alpf(r)®) ®*V - (f(r)7r)  (h) V(pf(r)®) @ V- (pf(r)o)

(3) Vyjadrete v kartézské, cylindrické a sférické bazi jako funkce parametru t € R. Hint: % = d—; Y

(a)*7 ¢ (b)*7 ¢+ (€)* 7 ree (d) 0 (€) p.ic () 0 et

Integrace tenzoru

(1) Spoctéte vytknutim konstantniho vektoru. Hint: ¢ = 2%

(a)* #ﬂ £d0  (b) 3@89 r2dQ (c)*f”@p do
0

(2) Spoctéte pouzitim symetrie, tj. odhadnéte rozklad vysledku do baze a vynasobte konstatnimi vektory, v
pripadé tenzorti uzijte operatort stop

(a)* Sﬁﬁﬂ +dQ  (e)* (BSQ zi dQ (e) ﬁ)ﬂ p6 dQ (g) SEJ)Q 2+ dQ

(b) (ﬂ)ﬂ pzi dQ (d) S{JSQ 22+ dQ (ﬂ*(ﬁ)Q #dQ (h) SEJjQ # dQ

(3) Stokesovo obtékani rotujici koule o poloméru r = a viskézni kapalinou je urceno poli tlaku p = ps
(konstanta) a rychlosti v = wpa®®/r3, kde w je (konstantni) uhlova rychlost. Urcete velikost momentu
sily M puisobici kapaliny na povrch koule, pro néjz plati M = §p Txo-n dS, kde 0 = —pI+n(VV+ Vi').

(4)* Stokesovo obtékani fixni koule o poloméru r = a viskézni kapalinou je uréeno skalarnim polem tlaku p
a vektorovym polem rychlosti v, pro néz plati

o B e[ (-2 (10 £)

273
kde peo a vz jsou okrajové podminky téchto poli v nekoneénu (daleko od koule) a n je konstanta
(viskozita). Urcete velikost sily F pusobici kapaliny na povrch koule, pro niz plati F= ¢Ps i+ 0 dS, kde
o = —pl+n(VV+ VVT) je tzv. tenzor napéti, i = # je jednotkova normala k plose S : r = a a dS = r2dQ je
plosny element povrchu. Hint: rz = z — pf.

Integralni véty (Gauss-Ostrogradského a Stokesova pro tenzory)

(1) Sﬁjﬂ z dQ (2)*J2“¢)ﬁ do (3 S@Sﬂ 00 dQ  (4)* #ﬂ it dQ
0
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Specialni funkce

Gama
(1) Spoctéte nasledujici integraly
@ [o
Digama
(1) Spoctéte nasledujici integraly
(a) fo - f}‘( > 5 dx (b) [oInsinx dx
Polygama
(1) Spoctéte nasledujici integraly
(@ [,InxIn(1—x)dx (©) JoInxIn(1+x) dx () foRilox) gy (h) [ In?(1 +x)Inx dx
(b) [, XM= gy @ [oIn(1—x)In(1+x) dx (g) [hmie gy (i) f; Inx In(1-x) In( 14+x)dx
Polylogaritmy
(1) Spoctéte nasledujici integraly
(@) [, 2l gy (c) [y XMl gy ® [oIn(1—x)In(1+x) dx (h) f) InxIn(1=) In(1+x)dx
) [o 3% dx (@ fo L x dx @ [o " dx M) fo BEEEE dx

(e) [iInxIn(1+x) dx

39
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Fourierova rada

Fourierova trigonometricka fada, Gibbsuv jev

(1) Rozvinte funkci do trigonometrické fourierovy rady na daném intervalu. Dale urcete konvergenci této
fady k ptivodni funkci ve smyslu konvergence v 12, ve smyslu bodové konvergence a ve smyslu ste-
jnomérné konvergence (pripadné v zavislosti na parametru « € R).

(a) sin*x, [—m, n) (B*x%sgnx, [—m, 7 (k) sgnxcosx, [—mm (@*In|cos}|. (—m m)
m) x, [-mm) (g) max{x,0}, [-m, m) @M*cos(ax), [—m, m) (r) In|sin 3|, (= 7)\ {0}
(e)*x%, [-m, m) (h) x(m*—x?), [-mn)  (m) cosh(ax), [—m, 7) () Incot |, (—mm)
(d) sgnx, [-m m) @ xIx|, [-m ) (n) e, [-1,1) (t) xcot%, [—m m)
€ . [—1,1) G) xsinx, [ 7) (0) [sinx|, [-Z.%) 1 o2
(u) T 5ocosiiod [—m, )
(p) Z(cosx—1)+%, [0,7) 1—2acosx+

(2) Pomoci rad v predchozi uloze sectéte rady (uzZijte bud dosazeni nebo Parsevalovu rovnost), « € R

@y @Y OGS @Y o
n=1 n=1 n=1
o0 s = 1
1 * 1
g 2n +1 Té@ ® T;o@ n (h]nzloc4+n4
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Ortogonalni systémy polynomu

dr(x) =kaxt+kxt "1+ - [Ridici a subf. koef.]  (dr, dr/)p szctn(x)cBy(x)p(x)dx: 1|20/ [Ortogonalni relace]
G(x,t) = Y 2o t'd1(x) [Generujici funkce] E(x,t) = Y {2, t'di(x)/U! [Exponencialni generujici funkce]

CebySevovy polynomy I. druhu

Ti(x) = cos(larccosx) [Explicitni vzorec], p(x) = X[\;ll‘_li]x(;) [Vaha]
(1) Z explicitniho vzorce Cebysevovych polynomti prvniho druhu odvod'te
@)*To(x), T1(x), Ta(x), T3(x) (c)* Rekurentni vztah T, 1 (x) (e)*jejich diferencialni rovnici
(b)* Ortogonalni relace (d)* Ridici koeficient k; (£)* Generujici funkeci

(2)* Z diferencialni rovnice odvod'te postupnym derivovanim (Rokytova metoda) Rodriguestv vzorec

T = (1) 28 T5e (1) 4] v

(21!

(3) Najdéte rozvoj funkce f(x) do Cebysevovych polynomti prvniho druhu na [—1, 1]

(a)*sgnx

Cebysevovy polynomy II. druhu
__sin((1+ 1) arccosx)

v1—x2
(1) Z explicitniho vzorce Cebysevovych polynomti druhého druhu odvod'te

Uy (x)

[Explicitni vzorec], p(x) =x1.1(x)V1 —x2 [Vaha]

(@) Uo(x), Up(x), Ug(x), Us(x) (c) Rekurentni vztah U, (x) (e) jejich diferencialni rovnici
(b) Ortogonalni relace (d) Ridici koeficient k; (f) Generujici funkci G(x, t)
(2) Z diferencialni rovnice odvod'te postupnym derivovanim (Rokytova metoda) Rodriguestiv vzorec

2t1+1) 1 11
1 2l 1) VI—x2 {(1 ”‘2)”2}

(3) Najdéte rozvoj funkce f(x) do Cebysevovych polynomt druhého druhu na [—1, 1]

Ur(x) = (~1)

(@) sgnx

Laguerrovy polynomy
1
Lis(x) = ﬁx_seX (xs“e_")m , s >—1 [Rodriguesuv vzorec], p(x) =x¢ *X[0.00)(x) [Vahal
(1) Z Rodriguesova vzorce Laguerrovych polynomti odvod'te

(a) Rekurentni vztah L, q(x) (b)* Ridici koeficient k; (c)* Ortogonalni relace

(2)* Pro libovolnou funkci f(x) analytickou na (0, co) a libovolné t € (—1, 1) odvod’te fundamentalni integral

J f(x —tx)x%e *dx = ZJ 'L (x)f(x)xSe ™ dx = J f(x) G(x, t)x*e *dx
0 =570 0

Bonus: Vhodnou substutuci na levé strané a porovnanim ziskejte G(x,t) explicitné. Hint: Taylorova
rada okolo bodu x, poté per partes. Hint na Bonus: Fundamentalni lemma variacniho poctu.

(3) Najdéte rozvoj funkce f(x) do Laguerrovych polynomt na [0, c0), «x € R
(a)* eocx
Hermitovy polynomy
Hi(x) = (=1)'e*’ (e ")V  [Rodriguestiv vzorec], p(x) =e** [Vaha]

(1) Z Rodriguesova vzorce Hermitovych polynomti odvod'te
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(a)* Rekurentni vztah Hy, 1(x) (b)* Ridici koeficient k; (c)* Ortogonalni relace

(2)*Pro libovolnou funkci f(x) analytickou na R a libovolné t € R odvod’te fundamentalni integral

o0 ootl 00

r f(x+t)e ™ dx = ZJ i) x)e ™ dx = J f(x) E(x, t)e ™ dx

0 1=0"" -

Bonus: Vhodnou substutuci na levé strané a porovnanim ziskejte E(x, t) explicitné.

(3) Najdéte rozvoj funkce f(x) do Hermitovych polynomti na (—oo, ), @ € R

(a)*eocx
= < x ezllﬁr)ft 1 2txy—1t2 (x2+y?)
(@) Ukazte (@) 3 SiHani() =H; () g ®) Z st Hn (O H (y) = iy exp (208235
n=

Legenderovy polynomy

Pi(x) = % [(1—x*)Y v [Rodriguestiv vzorec], p(x) =x_1.1(x) [Vaha]
(1) Z Rodriguesova vzorce Legenderovych polynomti odvod'te
(@)* Po(x), P1(x), Pa(x), P3(x) (e)* Ridici koeficient k; (e)* Ortogonalni relace
(b) Rekurentni vztah Py, ;(x) (d)* Hodnoty P,(0) (f) Hodnoty P(+1)

(2)* Pro libovolnou funkci f(x) analytickou na (—1, 1) a libovolné t € (—1, 1) odvod'te fundamentalni integral

oo

Jl f (X + %t(l — xz)) dx = Z Jl t'PL(x)f(x) dx = Jl f(x) G(x, t)dx
1 1

1=0"" -1
Bonus: Vhodnou substutuci na levé strané a porovnanim ziskejte G(x, t) explicitne.

(3) Z Generujici funkce G(x, t) Legenderovych polynomu odvod'te
(a)* Hodnoty Py(£1), a identity: (b)* (214+1)Py(x) = P{, (x)—P{_;(x)  (e)* @L+1)xP1(x)=[+1)P16J+1P_1(x)

(d)* Ortogonalni relace f Py (x)Py(x) dx = 21+1611/ Hint: f ) 172““‘;" e —f = tszz

(4)* Oveéite postupnym derivovanim, ze Legenderovy polynomy splnuji [(1 —x?)Py(x)] "= 11+ 1)P (x). Hint:
Funkce splniujici tuto ODR splnuji téZe Rodriguesovu formuli jako Legenderovy polynomy (aZ na na-
sobek). Z této ODR poté odvod'te

@ (21+ 1)(1 —x?)P{(x) = L1+ 1)(Pr_1(x) = Pip1(x))  (B) [1, PLx)Pu(x)(1 —x2) dx = 255 5y,

(5) Najdéte rozvoj funkce f(x) do Legenderovych polynomti na x € (—1,1), « € R,y € [-1, 1] (Hint: Pfimo
nebo z fundamentalniho integralu),

(@)*sgnx (c) x. (e) 6(x—y) (@ In(1-x2) (i) ﬁ G) \/M M v1-—x2
(b) x| (d)*5(x —y) ® v1-x (h) argtghx (k) \/1177 (m) In x|

(6) Sectéte rady (Hint: Dosad'te nebo uzijte Parsevalovu rovnost)

2
()Z (4n + 3)(2n)!

8n(n + 1)12n!2

(7) Odvod'te Maclaurinovu fadu funkce f(y) = (arcsin V2y — y2> //2y —y2 dosazenim t = xy do generujici

funkce G(x, t) Legenderovych polynomu a naslednou integraci jil dx

Asociované Legenderovy polynomy
Pim(x) = VI —x2" (;111)!1 [(1—x2)] m) - l<mgl [Rodriguestv vzorec], p(x) =x1.1(x) [Vahal

(1) Z Rodriguesova vzorce odvod'te
(@)* Py (x) :\/17X2mP{m)(x),m>0 (b) Hodnoty Py, (0) (d) Ortogon. relace pro libov. m

(c)* Ortogonalni relace pro m>0

(2) Odvod'te si Rodriguestiv vzorec z jejich diferencialni rovnice i pro Asociované Legenderovy polynomy
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Komplexni analyza
Derivace, holomorfie a Cauchy-Riemannovy podminky
(1) Urcete, kde je funkce f: C — C holomorfni dle Cauchy-Riemannovych podminek, derivujte, € C
@* |z b)* z* (c)* €* @ 1/z  (e)* vz 0* z= (8 Inz
(2) Urcete, kde je funkce holomorfni dle skladani znamych holomorfnich funkci

(a)* esSinz % 1 % 1 % 1 (e) tgh z
(b) [ — 2 (c) 1+ 22 (d) =1

Rezy funkci

(1) Urcete, kde je funkce holomorfni (u vSech funkci uvazujte hlavni vétve), urcete skoky na rezech

(a)* 7z — 1 (c)* In(z+l)—In(z-1) (e)* s/z+1 (g)* In (Z-‘r 1) @* In <iZ — i)
\/m 1 z—1 z—1 z+1
(b)* @ /- * In(1+i * In(z2—
Vz—1 z—1 (f) n(1 +iz) (h)* In(z 1)
ak mohou vypadat rezy f(z) ruznymi volbami avolte vétve funkci In(e), (o a (e tak, aby
(2) Jak h dat (z) razny b (3) Navolte vétve funkci In(e), (¢)2/3 a (e)!/3 tak, ab
vétvi funkci In(e) a /e? (Volte jen mezi hlavnimi funkce f(z) méla fez na intervalu [—1, 1].
a vedlejSimi vétvemi)
(@ (1-2*3(1+2)"/° ln(1+z>
1—z
2
@ V1i+zvVl-—z (b) In(z* +1) ® In 1+z (c) 1 22311215
Vz(z+ 1) 1—z

Komplexni integral

(1) Spoctéte z definice komplexni integraly [ f(z) dz podél konturu C (v kladném smyslu, neni-li uvedeno
jinak), spoctéte pro hlavni a vedlejsi vétev, o« > 0,n € Z

z" dz

<

(@)* | z2dz, C:usecka O — 3421 (d)J z22dz, C:lz—1i=1,Rez>0 (g)*
C C

lz|l=a

(b)*| zz dz, C: oblouk 0— 1+1i—21 (e) J % C:lzl=1,Imz>0 (h)* ; Vz dz
C C

Jlz|=a

(c) | z°dz, C:oblouk 0—1+i—2i (ﬂj%,cz:tﬁt%te(—oo,oo) (i)
C cl+z [

(2) Spoctéte pomoci komplexni primitivni funkce (vyhnéte se reztim!)

0 00,2
(a)*J 22dz, C:usecka 0 — 3421 (c)*J o (d)*J -1
C

g x21 141
o O+xtx? dx, Hint: =Re

7 2_
1X4—|-1 x41 x*—1i

(b)*J z2dz, C:oblouk 0— 14+i—21
C

Cauchyho véta, ML lemma a Jordanuv odhad
(1) Odhadnéte integraly a spoctéte limity, R, e > 0

dz dz
* 14 . : _ * 1q — _
(a) Rhﬂn(}oJCR T2 Cg : oblouk R — iR — —R (c) Elgg+ T+ Ce={zeCllzl=¢}
B tim | S dz Cr: oblouk R - iR — —R @ tm ¢ L c.=fzeCllz—i=¢
R—o0 Cr z ’ R e—0+ C. 1+ Z,2

(e) lim J tgzdz, Cr:z=h+1it,te€ (—o0,0)
h—oo Ch
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(2) Spoctéte integraly doplnénim na vhodnou uzavienou krivku, aplikujte Cauchyho vétu

© |15

Laurentova fada, klasifikace singularit a residuum

(a)*Jz2dz,C1:oblouk0—>1+i—>Zi (b)*jﬁ dz , Cz=t+it2 te(—o0, )
Cy |

z—i|=1 1+ 22

(1) Naleznéte rezidua ve vSech singularitach o € C dané funkce, n € N

1 1 (h) cot, n _COS%_ 1 _cosz
@ = @D e Colgm Vo Py ®P e
22 20 (i) <inh 1 S ¢ sinz
(b) A1 (e) ERT ) z (m) 11 (q) D) (t) Y
1 (\)] h sin iz 10 (u) el/
( ) 1 cosnz (n) —_— z + 1
N (z24+1)3 (0 sinmz (k) tghz (z— 1) ) 28(z2 + 4) 1
1 W) z%sin ——
1 () Loz
(8 p: sin(z2)

(2) Zjistéte, zda ma funkce singularitu v nekone¢nu a urcete reziduum (vSechny funkce maji hlavni vétve).
Hint: Vyberte si smér, rozvinte a uzijte vétu o jednoznac¢nosti Laurentovy rady na holomorfnim prstenci.

(a)*In (Z+ 1) (d)*e* ® zsinzsin% (h) (z—1)3 (z+1)} lnzt—i
L 1
) tgz e T @ vave—1 o
] @) z < +L) lnfl

(e)*\/1+ vz

Reseni z této sekce vizte tady: https://www.karlin.mff.cuni.cz/~beckd/MAF/ContourIntegrals.pdf

Residuova véta

(1) Spoctéte pomoci kruhového konturu, « € R

27T dx 27T dx 27t dx 27T
—_— In(1-2 2
(@) JO (5—3cosx)2 () L cosh o« — cosx () JO cosZx —cosx+ 1 @ Ln( o cosxtoc)dx
27 cos?x 27 cos2x dx J[ﬂ dx
—d d —_— ® —_—
(b) Jo 1+ sin®x X (@ Jo (1 + 4sin®x)2 o COSX —«x
(2) Spoctéte pomoci polokruhového konturu, o, k € R
P p P
e dx [*°  xsinx etkx % arctgx
(@) LO L O] SThEd w f e ® | i
o x3 (*° sin® x ©  Inx ® In(1+x3)
| e @) e W, 5o @) 7T
e dx ® sinx —xcosx © 1n2x * In(1 4 x*4)
h —d -
@ | mrepae W) TS | o ® |, Trer
* In?x dx *© xZsin?x n2x dx © In2(1 + x2)
d e i —— dx
()J X2 + o ® ) X241 (n)j: Vx(x—1)2(x—4) (S)Jm 1+4+x2 dx
sin kx 00 2 ® InxIn(1+x?)
(e) J dx ) J; In(x*+ 1) nxIn( X
x(x2 + o?) U (o) fe X241 (® 0 T ire O
(3) Spoctéte pomoci wedge konturu, o« € R
P p g
*© dx o0 ya—1 qx > Inx *© lnx dx
@[ @it @, et @, 7 PR
* . ©  Inx © In2x ©  Inxdx
e ** sin(x?) dx ——= d J — (k) ][ =6 13
® | R A ES VA N e 0 VRO 1)2
©  xdx [ xInx *© In?x dx
c
( )Jo (1 +x%) 0 Jo 1+x3 dx (IJJ[ 1—X3 0 ,[0 x2+x+1
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© Inxdx * Inx dx < arctgx
(m) L 1—x+x2 () Jo X2 +2x+2 (0) JO x(1 +x*) dx
(4) Spoctéte pomoci obdelnikového konturu, @ € R
« [ cosox ® exx 00 cosh(l)
(a) J_Oo cosh x () J_OO coshx (e) Jo 1+Cosli2x dx
®  sinox © eX/2 dx ©  xdx
(b) J‘foo sinh x (d) J,OO e2x 4 2ex +2 @ J'—oo sinh x
() Spoctéte pomoci key-hole konturu, «, 3 € R
@) ro dx ()J Inx dx (m) J'°° dx
o Vx(1+x)? g o x(1+x)2(1+x2) o (1+x+x2)2
« ()f x* dx () J'°° Inx
o VX(x6+1 B+x)(1+x2) o (1+x)3
o In . dx *° dx
@), mre s 0] ows @ |, o=rt
0 lnx dx o [ dx [ Inx dx
@ | e O mreee @, Taoe
©  In dx 0 dx (° In%x
k - .
o U/x(1+x (k) Jo (T4+x)(1+x3) @ Jo (x+1)2 dx
* Inx [~ dx (> In3x dx
d 1
O, e O) a0 et
(6) Spoctéte pomoci bone konturu, o« € R
1 V1—x2
(ﬂ~kaV1—xdx (){ h (p)
1 X dx o [Po2x—1 X
(b) Jo V1—x1+x2 0 01—x+x2n(1—x> dx @
1 1 dx rl dx
(c) J_l 44+x2 3/(1 —x)2(1 +x) (k) o (14+x+x2)2 ) J
= o (75
1 1 d
@ L S W | (=) dx (s)u
1 X 1 1+x)\ dx
(e) L l—xln<1—x) dx (m) oln(lx)x (t)u
1 rl
of x dx In® (1+X> dx
® Lln (1_X>\/§ — (n) |, (=) % ()
1
@ LTI s @ [ (m (22 )%
-1
1
(h)J‘ ln(1+x> dx
-1 1—x Y (1—X)2(1+X)

Cauchyuv vzorec

rl

Jo

1

0

rl

dx
—cos

1+x
1—x

dx

x3

In> (

sin(7rx)

)

X1 —x)¥

Inx

o a0 &

dx

m

X

) arccos v/x dx
—x

) Inx arccos /x dx

f(z) dz, n € N, f holomorfni na C,

(1) Pro matici A spoctéte f(A) dle vzorce f(A) = 2m $(zI —A)!
(@ A= [g _3} , f(z) =expz (b) A= __\/15//22 _\1//§2/2 , f(z)=sinz
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Integralni transformace

Fourierova transformace jedné proménné

Najdéte Fourierovu transformaci f(k) funkce f(x), x € R (pfipadné v zavislosti na parametrech «, f € R, n € N)

1 x3 4+ 1 (11)* efooc2
1 *
() X2 4 o2 (5) x4 +1 2
! (12) xe &
X
2)* 6 ———— ) N
x2 + o2 (x2 + o?) (13) e X (-1)" (e*" )
(a) primo (Residuova véta) (7)* x11(x)
i - (14) Xi-1.0(x)
(b) derivaci dle k (8) 6(x)e**cos(px) Vi—x2
3)* 1 , sinx Hint: Rozvinte exponencialu
(x2 + &2)2 (9) X do fady a integral spoctéte
o . B 5 ] o uzitim beta funkce, identi-
(&) primo (Residuova véta) (a) primo (Residuova véta), fikujte rozvoj znamé specialni
(b) derivaci dle « (b) pomoci inverzni formule funkce
(c) konvoluci, nebot’ se jedna (10)* sinx —xcosx (15)* M Hint: wedge contour
o soucin dvou téze funkci x3 Vx
1/(x2 2 .
O+ o), (a) pfimo (Residuova véta) (16)  sin(ox?)
x? s L. Hint: napiste jako imaginarni
(4) 122 (b) derivaci dle x a poté inte- cast a poté uzijte wedge con-

graci dle k tour (ne substituovat odmocn-

inu!)

Pomoci Fourierovy transformace reste parcialni diferencialni rovnici pro funkeci u = u(x, t) € § proménnych
t € R a x € R pro jisté obecné pocatecni up(x) = u(x,0) a s parametry o > 0,3 € R

(1) ui=auy—pu

Spoctéte konvoluci uzitim Fourierovy transformace x e R, o« >0

(1)* e Ixl  g—«lxl

Fourierova transformace vice proménnych

(1) Najdéte Fourierovu transformaci f (k) funkce f(X), XeR™, r= IX|| (pfipadné v zavislosti na parametru «€R)

(@* e ™ Hint:2=x2+...+x2 Hint: Da se psat C = A? = ATA pro néjakou
pos. def. symetrickou matici A. Dale uzi-
jte vzorec pro obecnou linearni transformaci.

(b) f(X) =exp(—x-C-X), Vyjadrete opét s ptivodni matici.

kde C je positivné definitni symetricka matice.

(2) Pomoci Fourierovy transformace resSte parcialni diferencialni rovnici pro funkci u = u(X,t) € 8 vice
proménnych X € R™ pro jisté obecné pocatecni up(X) = u(x, 0)

@* ui—Au=0 [Vedeni tepla]

Fourierova transformace radialné symetrickych funkci

(1) Najdéte Fourierovu transformaci f(k) funkce f(X),X € R",r = ||| (pfipadné v zavislosti na parametrech
o, A €R)
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n+41

(@)* e * (radialné i axialné) (e)* e ™) Hint: Ansatz c(o, n)/(a2 +1n2) "2

) f(X) =xpor(r), =3, R>0
(b)* L , n=23 (radialné i axialné) Hint: Rozvinte exponencialu do rady a identi-
2 fikujte vysledek integrace ¢len po ¢élenu jako

o 41
reprezentaci znamé specialni funkce.

12

© 1 n=3 @ fX)=e ™, n=3 a>0
Hint: Uzijte vzorec pro vypocet FT radialnich
(@* , Ae (—n, an ) . Hint: Ansatz Ck(i\f;) [Riesz] funkci ve tfech dimenzich.

(2) Pomoci Fourierovy transformace reste parcialni diferencialni rovnici pro funkeci u = u(x, t) € 8 tfi promén-
nych x € R3, s pfipadnou pocateénimi podminkami, f, ug € 8.

(@* Au—olu="f [Helmholtzova] (b) u it +Au =0, u(X,0) =ug(X)

(3) Ovérte nasledujici integraly, « > O (Hint: Prepiste jako konvoluce).

@ | Wdfdgzsf(loc2+2oc3(1+oc)262°‘)
Bs(1) JBs(1) X — 1| o 3

e (a8~ 18a+32), 0<a<2

(b) J J Ol — [[X— 1) dx dj = 18
Bs(1) JBs(1) %= Y iy ox>2

Laplaceova transformace

(1) Uzitim Laplaceovy transformace najdéte reSeni obycejné diferencialni rovnice na intervalu (0, oo)

(@)y”—5y'+6y=0,y(0)=y’(0)=2 (b)y"+xy'—2y=2,y(0)=y’'(0)=0
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Distribuce

Vy¢islovani a dpravy s distribucemi

(1) Zjednoduste ve smyslu distribuci, ¢ € §(R), resp. ¢ € S(R"), ¥ e R", x e R,x e R",r=||X],« >0
(@)* (8(x — a), (X)) (e) (5" +258 +8)cos(2x) () X*Tr 2 (e A5(R)., n=3
) (3(A-X)), A € RV™  (0*x®g/l(x)—n(n+1)gn(x), (h) Alnr, n=2 (k) e *A25(%), n=3
() (8. 9 (x)) L ( LV N FACS
( ) g(x) (x/a)™ x < m*As™, n=3
(d)*xe 3"
(2) Oveérte ve smyslu slabé limity jednorozmérnych distribuci
(@ Lim n(6. —dg) = —6’ (d*lim T_=» n_l
n—oo ( n 0) n—oo 14+n2x2 (h)* lim ?11 Z 5L :TX[O”
n—o0 n !
(b)*lim n?(51 —280+6_1) =5" (€) imT, . =15 k=0
n—oo n n N—00 7 enX _feNX
(c) im T¢ = Tip.1/x2> Kde ) IimT .5,
n—oo N—=00  T(13n2x2)2
1/x%, Ix|>1/n, .
fn = * lim Hx A
() {—nz, Ix|<1/n. @ Ao—g X
(3) Spoctéte konvoluce z definice x € R, « > 0,n € Ng
(a)* XXX (b)* HX13/2 * ij/z (C) Tf.‘p. anl : *Tx(iu) (x)

Obycejné diferenciilni rovnice s distribucemi

(1) Na prostoru regularnich distribuci najdéte feSeni nasledujicich oby¢ejnych diferencialnich rovnic, x €
R, x € R,n € Np,

(@)*T" — 5T’ + 6T’ =& ) T"+ T —6T' =&

Fourierova transformace distribuci

(1) Spoctéte jednorozmeérnou Fourierovu transformaci ve smyslu distribuci, x € R, « € R,n € No,

(@* o&(x—«x) @* s™(x—a) (g)* T(Xilmn @ T, - (m)*  Hp (p) H, s
(b)* et*x (e)* x" (h)* x} )* x"sgnx @ Hipsgnx (@ Ty,
©* Jn(x) o T @* T, W* Hy @ H . @ T

(2) Spoctéte vicerozmérnou Fourierovu transformaci ve smyslu distribuci, X, & € R*,r = ||X||,R > 0,j € N,
@* 8(x—«) (e)* Ad(x) (d)* AI5(x) (e)* 17
(b)*  V5(x) M 5(r—R),n=3

(3) Spoctéte konvoluci uzitim Fourierovy transformace x € R, X € R3,r = ||X]|, «>0
(@) x*xe o B H oozxT e (© Trpxz2*Te (€)* ToxTe o

(d) Tox*Teor B H,axTear

(4) Pomoci Fourierovy transformace najdéte f € § spliujici nasledujici vztah («, f > 0,x0 € R, %o € R3),
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(@)* f%) (x) + a*f(x) = 8o (©) e(x):f(x)+2J'°° O(y) flx—y) dy  (d)y*ePIZ—l :J f(g) e ~Ix-Vlqg
00 —00 R3
(b)* e B0l — J ) e Vldy Hint: Volte f{x) = e *g(x)

(5) Pomoci Fourierovy transformace reSte parcialni diferencialni rovnici pro funkci u = u(X,t) € § vice
proménnych X € R™, & € R™, > 0, pripadné s poc¢atecnimi podminkami ug, vp € 8.

(@ ui+&-Vu=0, u(x,0)=1uox) (b) (A2 —p2A+BHu=5(X), n=3

() ut —Au=0, u(X,0) =up(x), —(X,0)=vo(X), n=3 [VInova]



Prehled vzorcu

Recka pismena

vN ny poP 16 dbe® fi
&= ksi o¢X sigma x X chi

00O omikron T tau VYV psi

Il pi vY ypsilon w Q omega

Zakladni poznatky

«x A alfa ee¢E epsilon tI  iota

B beta (Z zéta k K  kappa
yI' gama nH éta AA  lambda
0 A delta 030 théta uM  mi
a®—b"=(a—b)(a™ '+ a"2b+...+ab™ 24+ b1

=rlo=z=¥1/L (;’f—lz—”nk) ,k=0,...,n—1[Binomicka rce]

n!l~vV2mnte "
Ho=Y 1 t=1+4+1+... 4

[Stirlingova formule]
1 [Harmonické ¢islo]

<

||§1 i?f >\H|221|| +‘\le||| [Trojuhelnikové nerovnosti v C] H&lm) =2 11 ﬁ =1+ glm + nlm

1 £ 29 11— o B . .
(1+x)"<14+mx,x>—1,neN [Bernoulliova nerovnost] Y_r{l—r}go(H“ Inn) [Euler-Mascheroniho konstanta]
() = ﬁ [Binomicky koeficient] TT,, ={{P1,Pa,...,Py}|PiUPyLI--- LI P1 n,1<1<n}
(a+b)" =31 o (P)akpn* [Binomicka vétal [D1s3unktn1 rozklady mnoziny [n] ={1,2,...,n}]
Yo k=1l [Suma linearni posloupnosti] 1 x € IntA
s K2 _n n+1)(2n+1) [Suma kvadrati] XA(x)=<¢1/2 x€0A [Charakteristicka funkce]

= = 6

0 X € extA
o0 1 2 o 1 nt
1 1 2) a {(4

IENSE . 5 Ln-lne ?0 ’ ‘ [(E( Ja C(”)] 0(x) = X(0.00) (X) [Heavisidova funkce]
2!t =2"n!,  (2n—- 1! = 5y [Dvojny faktorial] sgnx = 0(x) — 0(—x) [Znaménkova funkce]
. n ~ -

lim, o (1+4)" =e~2.71828 [Eulerovo ¢islo] x, —max{x,0}, x_=max{—x,0} [Kladna a zaporna ¢ast]
lMyy o0 g o T = & [Wallisova formule] x)=[" fy)g(x—y)dy [Konvoluce]
Hyperbolické a hyperbolometrické funkce

sinhx = €=~ tghx = Siohx argsinhx = In(x + V1 + x2) argtghx = 1 In =
coshx = 42— cothx = shx argcoshx = In(x + vx2 — 1) argcotghx = 1 In X4;
Duplicitini, bisektivni a jiné formule
sin(2x)=2 sinx cos x tg(2x) = lztéx cos?x +sin’x =1 cosh?x —sinh?x =1
cos(2x) =cos? x — sin® x tgh(2x) = 2tgh;< sin? x = 1=¢2@x) sinh? x = 2sh(2x)1
T+tgh®x
sinh(2x) =2 sinh x cosh x cos? x = 1teos(2x) cosh? x = cosh(2x)+l
cotg(2x) = cotg? x—1 2 2
cosh(2x)=cosh?x + sinh®x Zcitgx . sec?x = 1+ tg2x sech?x = 1 —tgh?x
+
cotgh(2x) =5 C%tghx
Souctové vzorce
sin(x £ y) =sinxcosy + cosxsiny sinh(x+y)=sinhx coshy+coshx sinhy tgh(x + y) = %
cos(x +y) =cosxcosy Fsinxsiny cosh(xty)=coshx coshy+sinhx sinhy cotgh(x £ y) = cot§hhx Citgliyhil
tg(x +y) = tgxttgy to(x 4 ) — cotgxcotgyFl cotghycotghx
gxLy)= 1Ftgxtgy co g(X y) cotgyzcotgx
Limita a derivace
«LER,B>0,f,g:R—R, lmf(x)=L<Ve>035>0Vx € Ps(ax) = f(x) € U (L), f'(x) = }{ir%”"L}W
X— 0t —
(af)’ = of’ (fg)' = f'g + fg’ (1)’:@%@ [f(g)) = f'(g)g’
(fg) =F +g’ N S y , [f(g)) ™= (17 (g) [T g™
( ) _ l/f/(ffl) (fg)(n] - kgo(t)f( )g(ﬂ : lim (( )) 0/0 lim %, nell, Pem
[Leibniz] "_""i x—a 9 [Faa di Bruno]
[Newton] f(a)=g(ax)=0 [I'Hospital]
x'=0 (x*)" = ox* 1 (sinx)’ =cosx (sinhx)’=coshx (arcsinx)’= \/17 (argsinhx)’= 1}rx2
x' =1 (eX)' =e* A ! —sj arccosx)’=— argcoshx 1
v B in g (cosx) sinx (coshx)’=sinhx | ) 1\/1_—X (arg )= =
(tgx)’ 1 (tghx)’ = —L (arctgx)' =17z (argtghx)’= = -
(1/x) = —l/x (Inx)’ = % 8 cos® 8 cosh® x . b
x , 1 . | (arccotgx)=— +X2 (argcotghx)=
(V) = (loggx)' = by (COWEX)' =g (cotghx)'=— o
Taylorova fada
f(x) = f(a) + (@) (x — a) + T4 (x — a)2 + ) (x — a4+ T2 (x — a1l ce[a,x] [Taylorova véta]
71 _ _ n . -
g(f-1(y)) = gla) + ngl (4" [9%8)(%)“] |s:a%, y — f(a) [Lagrangeova inverzni formule]

=



Maclaurinovy rozvoje

=l4x+ 5+ 8 +8 4240 sinx=x—5+5 X420 X4 sinhx=x+5+5 5+ FE0 4,
5 = L o3t P +x8 .. cosx = 1-5 + 5 X4 X X2y coshx = 1+5 +5 40404 x0
In(1+x :x—"—z+"—3—"—+x—5—"—6+... 17x7 | 62x° o X3 2x5 17X | 62x°
( ) 2 5 tgx =x+7% +15+315+2835+... tghx =x—%5 + 55 — 375 + 5535 —
1) =1+ o 2¢0€(¢X 1)(06—2])(3 1 x 325 X7 _ B 5
(1+x) +_+ 3l cotx=1-x_2 28 x| cothx=14x-2420 x4
+—“(“ J(e2)(x3) 34 4 . [Newton]
secx = 14—"—2+"'-’—"44—6lx +270° | sechx = 1——+ L6100 | 2770
1t ooer el 2 alar)(a2), 3 24 T 720 T 8064 2 720 T 8064
(1 x)E AT XX + 3! X csox = lyxyne S, 81 4 197x7 cschx—l_X 7% 31x5 | 127x7
+oc(oc+1)(oc+2)(oc+3) [Newton'] 360 T 15120 T 504800 1+ - =X 61360 15120 1604800
R s

Primitivni funkce
a,b,C,xeR,B >0, f, g'R—>]R F(x)=f(x) = | f(x) dx =F(x)+C

Jof dx=o[fdx Jf(x dx—ln\F( )+ C Jfg’ dx =fg— [f’'g dx [Per Partes]
Jftgdx=[fdx+[gdx fgl( x))dx = [ f(y)dy,y = g(x) J‘fg(n):ni(—l) g1 (1) f
[flax+b) dx = 1F(ax+b)+C If(X)dX=ff(9(tJ)9’(t)dt»X=g(t) k=0
Jx¥dx=27+C,a#—1 [sinxdx=—cosx+C Jiz:arcsinx—FC J'\/(Zixizargcoshx+C
Ji:ln|x|+c Jcosx dx =sinx + C lx—x (icx_l
[ox dx—e i C [sinhx dx = coshx + C Jm = arctgx + ¢ Jm:argtgh"+c’ xI<1
[BXdx=p*/Inp+C [ coshx dx =sinhx + C J\/% = argsinhx + C J'ldj;z =argcotghx+C,|x[>1
Definice integralu, derivace a integral
° b d (o dx [P0 (bt
F'(x)=f(x) :J f(x)dx=F(x)|, = F(b~") —F(a™) [Newton] 7J flet)dx=F(xt) +J 5 fxtidx [Leibniz]
a a(t) a(t) Ja(t)
b n n
J-af dx=_ IEYECFI‘_)O Z1 f(&)(x; —xj—1) [Riemann] J f, du=  sup { > qu(A;n M)} [Lebesgue]
j=lem )= M s=Yj21a5XA; \j=1

Regularizace integralu

° f(x) o c—e (P f(x) b f(x) 1 /d\"
iliax_c dx _Eli)rg+ (J'a +JC+€> x—=cC [CauChy PV] {:a m dx = ﬁ <dC)

Substituce pro raciondlni funkce specialniho argumentu

b
][ f(x) dx [Hadamard]

a —

= % arctg \Q/ﬁ D <0, kde Q(x)=ax?+bx+c=a(x—a)(x—p), D=b%2—4ac [Master formule]
f R (sinx,cosx)dx = [R (1 =2, } +$> ff;‘z t=tan} [Weierstrassova universalni]
JR(sinhx, coshx)dx = [R (ﬁttz, ifg 2dL, t = tanh } [Weierstrassova universalni’]
12 +cy/a—bt _
JR izi\/a—b’ ﬂtﬁ—b) dx VQ = +xva+t
R (x, Q(x)) dx=<[R ﬂgf{b, i“fgbt) dx VQ =xt+c [Eulerovy]
_ 2 _ _
fR(ehog2, olbogt) linme VQ = (x—alt
JR (Q(X) =[R ( tzf‘f) gt t==2L./QK) [Abeloval
JR(x+ ;)( :Fé) dx = [R(t) dt t=x+1 [Slobinova]
Specialni urcité integraly a fady
neNg,xeR, >0

0o . —Bx o /2 . 9ntl (2n)! 2
o sin(ax)e Px dx = g L= g/ “sin®™xdx= © 11),, [Wallis] J’ 1” (1-2acosxied dx—{g - :ocii
. —Bx dx = B (/2 o 2n (2n—1)1 0 mtin|a,| o
Jo coslox)e™™ dx = 5 Sn=Jo' " sin® x dx = Frm g [Diniho]
00 —1 00 _ _ °

0 ﬁﬁxa dx = i Gn = Jg x"e ¥ dx=n! o_ooocisiz;‘) dx = me~*l  [Laplacetv]
00 2 si 2 4 . . o
S o@l _ T[COZt((xch) . 2%2 D, = g/ W dx = g 0 ex =T dx = % [Bose-Einsteintv]
=1 (o] —x2 o 00 s—
" [Mittag-Leffler] [ o€ dx =1/ [Gaussav] [0 x* © dx = I'(s)¢(s)

x tcoth( ) 1 ® gnex dx = msgn o [Dirichlettv]

; «2tn? 20 T 202

Jo sinx? dx
[ cosx? dx = /g [Fresnelovy]
0



Diferencialni pocet vice proménnych

f(X+R) = (%) +df(X) |5+ 4 A2 ()] + 4 A3F ()] + L A (X)) +. .+ni,dnf(%)|ﬁ+ﬁdnﬂf(ﬂeﬂ)\ﬁ [Taylortv rozvojl

Polarni, cylindricka a sféricka substituce a jejich Jakobiany

 — 0cOS [Polarni] x =pcos @] | [Cylindricka] x = rsin 0 cos ¢ [Sféricka]
[ :f)sjn“’} p=x2+y2 y=psine| | p=1/x2+y2 y=rsin®sing| | r= /2ty +22
’ ' J=e z=z J=p z=rcos0 J=12sin0

Rovinné kfivky

x(t) = a(t —sint), 2/3,..2/3_ -2/3 2, .2\2 _ 9 22 2 3.3 _ _ _
y(t) = a(1—cost) x*/°4+y*/®=aqa (x*+y*)* =2a*(x*—y*) x°4+y°=38axy p=2a(l—-cose)

[Cykloida] [Asteroidal] [Lemniskata Bernoulliho] [Descartuv list] [Kardioida]

Kvadriky a jiné prostorové plochy

AN
/1l

772
SN

c P-ntd : ax+by + ¢z =d
Elipsoid, Hyperboloid Paraboloid Valec [Rovinal
sféra jednodilny elipticky

X
i

N
N
W,
N
W

‘&

ﬁ+}ﬁié:1 z _x2_ 9y S T |
az ' b2 ¢2 c a2 b2 a2 b2
Hyperboloid Paraboloid Valcova plocha .
[Torus] { dvoudilny } [hyperbolicky] { hyperbolicka ] [Kuzel
Obecna parametrizace kfivek a ploch, transformace diferenciala
Objem a jeho parametrizace: Krivka a jeji parametrizace: Plocha a jeji parametrizace:
V:F=r(u,v,w), (wv,weMcCR? C:¥=7t), te(a,b)CR S:¥=¥(u,v), (u,v)eACR?
dV = dxdydz [Element objemu] dF = xdx + §dy + zZdz [Elem. pozic.] dS=xdydz+jdzdx+zdxdylEl.plochy]
dV =|(F XTy) « Fu| dudvdw di=tds=7.dt dS =fAdS =7 x7, dudv
av = |Cilet(§ﬁ%1’ Ty, Tl dudvdw ds = [|df|| = [|[F[| dt [Elem. drahy] ds = ||dS]| = [[¥y xT| dudv
= pdpdpdz 2 — dx? 24 dz2 R I IIE ST R
icee ds® =dx” +dy” + dz — VTP alPIFal? — (Fu - Ty)? dudv
= 1“sin 6drddd ¢ =dp? + p?d¢? + dz2 s
—————————— {2 e canengr  VIFEReRldndy Spee. para)
F=xk+yy+zz  [PoziCnivektor] ;_ - = [ AT e s )

[Jednot. te¢ny vektor ke krivce] [Jednot. normalovy vek. k plose]



Trojny, kfivkovy a plosny integral v prostoru

F=xX+yy+2zZ [Poziéni vektor] & (¥) = d(x,y,z)

Klasicky zapis:

Parametrizace na oby¢. integral:

[Skalarni pole] F(f') = PX + QU + Rz [Vektorové pole]

Nazev integralu:

(x,y,2)

Pdx+Qdy+Rdz

—

S

Joe
|
JPS d(x,y,z) dS
I
I

PJ' d(x,y, z) dxdydz
\%

J o]
C J o]
” o(F) dS = J G(F(u, V) [|[Fu Ty dudv}

P dydz + Q dzdx + R dxdy UJ HGE ” f(F(wv) - (Fu

() (7] dt}

fF(t)) -+ F(t) dt]

[Krivkovy integral I. druhul]
[Krivkovy integral II. druhul]
[Plosny integral I. druhul]
[Plosny integral II. druhu]

XTy) dudv}

[Trojny integral]

Integralni véty v roviné a prostoru

ff’ Pdx + Qdy = ” (aQ — aP) dxdy, A cR?
A dy

ox
0 0

[Greenoval]

B
J- a—d)d + —d + —dz=¢(B) — $(A) U V¢ -di = ¢$(B) — d)(A)} [Nezavislost na integracni ceste, potencial]
A

ox ay 0z

0

ox

if;de+Qdy+Rdz=” (aR—aQ>d dz +<8P_8R>d dx +<aQ—aP>d dy H; ﬂdf:”(wﬂ-ds“} [Stokesoval
9S 9S S

s\dy 0z

# Pdydz + Qdzdx + Rdxdy :JJJ
L)%

v\ 0 dy o0z

<aP 4= Q + aR) dxdydz [*Shg f.dS = ”J v-f dv} [Gauss—Ostrogradského]
Vv \%

Vektorovy a tenzorovy pocet v prostoru

X = (xi)i=123 = (x, Y, 2) [Kartézské souradnice]
b =0d(x,y,2) [Skalar, skalarni pole]
X,U,z [Jednot. pole ve smeéru x, y, z, pravotoC. repér]
d=) aiXi = axX+ ayy+a,zZ [Vektor, vektorové pole]
i

lall = /a2 + a? + a2 [Velikost vektorul]
a=asld| [Normovany, jednotkovy vektor]
T=xx+yy+zz [Pozi¢éni vektor]
@-b=|dl|b|cosy=da-a=|al®> [Skalarni soucin]
a-b= axbx +ayby +a;b,

Ri+Xj =0y [Ortogonalita, Kroneckerovo delta ;5]

axb L span(d, b)
|@x bl = ||al|||b]| siny [Vektorovy soucin]
{@,b,axb} pravoto¢. baze

@xb = (ayb,—a,by)x+(aby—axb,)§+(axby —ayby)z

X XX; =¢€i5 Xk [Pravotocivost, Levi-Civittiv symbol ;]

2k EijkErsk = Oirdjs — disOjr

d’xli: b xf1’ = adxd=0 . [Antisymetrie]
d-(bxc)=b-+(Cxd)=cC-(adxb) [Cyklicka symetrie]
|a@xb| = \/HdHZHbHZ (@-b)2 [Lagrangeova ident.]
adx(bxc)=b(a-c)— 6’(&’- b) [BAC—CAB identita]

—(@-d)(b-c)

[Identicky tenzor]

0 =) 0ijXiX; [Obecny tenzor 2. fadu, tenz. pole]
i

ol =Y 0y%%i, (@) =ba [Transpozice]
5

T= 2% TR %,

i1..1n

[Obecny tenzor n-tého radu]

TrT= Y T i, (RipRip)%ig - %y, [Stopa tenzoru]
oin

CrT = Z Til...in (721"1 Xiiz)iig cee 7A(i“ [Ki‘iiovél stopa]
.in

o:T= 3 oiTi i, (RieRip) (%5« %, JRig - Ry,

igoin
Ox, =0i = 4 [Parcialni derivace dle x;]
d =dx0.+dyd,+dzo, [Diferencial, p.d. dle param.]
V =) %i0; = X0x + Y0y + 20, [Gradient]
dd = dxdx+ ¢ ydy + ¢ .dz [Diferencial skal. pole]
Vo = Zcb,p‘q =¢ X+ b yj+¢ .z [Grad. skal. pole]
dT = Y (dT, i )%, - Xi,

i1..in

VT= > (VT i )%, %X

[Diferencial tenzoru]

[Gradient tenzoru]

n

i.in
dT =dr-VT
V.e=TrV [Divergence]
Vx=CrV [Rotace]
A=Trv?=V.V=0%+02+02 [Laplacian]
@a-vT = 111%% (T(F+t@) —T(¥)) [Zavedeni gradientu]
—
T(¥+h)=T+h-VT+ihh:V2T+. . [Tayl. rozvoj tenzoru]
=u/|a| - VvT [Derivace ve sméru]

VaT
Vo L ¢ = C[Kolmost gradientu a izoploch skal. pole]




Vx(VxT)=VV.T—AT [rot rot = grad div — laplace]

VxVT =0 [rot grad = 0]
Vx(OxV)=U4V - V=¥V .-u—1u-VV4+vV-Vi

V($T) = (VP)T + VT [Pravidlo souéinu]
Ve(dpT)=(Vd)- T+ dV-T [Stopa predchozi formule]
Ve@T)=(V.-q)T+1uV-:T [Vektorizace predchozi f.]
A(PT) = (AQ)T +2(V) - VT + GAT

V() =1 (dp)Vd  [Retizkové pravidlo fce skal. pole]
Af(r) = 1(rf)” = 5(+2f")’  [Laplacian radialnich poli]
A(Fx V)T = (FxV)AT

AM) =nn+1)rm2

Vr=1

Vxi=0=1=Vd
V.-i=0=1=VxA

[Potencialové vek. pole]
[Solenoidalni vek. pole]

dr = xdx +9dy + zdz

s2 = ||dF||2 = dx® + dy? + dz2
dS = adS = xdydz + gdzdx + zdxdy
ds? =||dS||2 =dy2dz? + dz2dx?+dx2dy?
dV = dxdydz

[Drahovy element]
[Délkovy element]
[Ori. plosny el.]

[Plosny el.]
[Objemovy element]

JMTdM =3~ (JTi,..i, dM) X4, - X4, [Integral tenzorul]

i1...1n

f Adr- VT =T(B) —T(A) [Nezav. na cesté, potencial]

4, dST = [[[, dVVT [Gauss-Ostrogradského vétal

§asd?T [fsdSxVT
defmTdM =y

[Stokesova véta]
T+ V+(T)dM[Reynoldstiv teorém]

Ortogonalni kfivocaré souradnice, zakladni soufadna pole v prostoru

[Kartézské souradnice]
[Pozi¢éni vektor]

= (xi)i=1,2,3 = (%, Y, 2)

dV =] dq1dqedqs [Objemovy element]

P =xX+yy [Axialni vektor] x; [Jednotkové pole ve sméru rustu x;]
r=|F|| = V/x% +y2 + 22 [Radialni vzdalenost] §« [Jednotkové pole ve sméru rustu qq]
p =gl = V2 +y2 [Axialni vzdalenost] (g1, d2. qs) [Pravotocivy repér, triada]
¢ = arctg(x,y) [Azimut] G« dp =Oup [Ortogonalita]
0 = arctg(z, p) [Polarni thel] JuaXdp = €xpyqy [Pravotocivost]
4= (qa)a=123 = (q1, g2, q3) [Obec. ortog. soufadnice] (P.®.2). (. ¢.2) [Cylindrické souradnice, repér]
x(q) = (xi(q1. 92, 93))i=1.2.3 [Transformacni relace] (7.6, @), (7.6, ®) [Sférické souradnice, repér]
] =detxq = det(xi o)ia [Jakobian] dQ =sin0d6de [Element povrchu jednotkové koule]
] \ Kartézsky \ Cylindricky \ Sfeéricky \
xi(q) x=pcos¢ | y=psinge p=rsin0d \ z=T1cos0
T XX +yy +zz pp+zZ T
dr xdx +gdy + 2dz pdp + p@de + 2dz #dr +1r0d0 + rsin 67de
ds? dx? + dy? + dz? dp? + p?de? + dz? dr? + 1”2d62 + 12 sin? 0d >
av dxdydz p dpdedz r2 Sine drdode
v X0y + G0y + 20, POp + 5P + 20, 70, + 1000 + 5706
) X y z p © T 0
Y 0 0 0 D é o) 7 10
A 0 0 0 3 0 2 X cotgd
q X y z p ¢ P 0
d 0 0 0 @de —pde 0do + sin0¢pde —+d0 + cos 0¢de
v 0 0 0 199 —1¢p 160+ ¢9) 1(—6% + cotgd )
V- 0 0 0 H 0 2 1cot
Vx 0 0 0 0 22 0 1o
A 0 0 0 — b — @ —2F —2 (2cotgdi+csc?00)

Integrace ve vicedimensionalnim prostoru

dx = wnr“’l dr

n—1

dx = Wn 1T

Bp(r)={XeR™|[|X]| <7}

sin™ 29 dr do

[n-koule o polomeéru r]

dQ, [Element povrchu jednotkové n-koule]
Wn = faB“ 0 dQ, = % [Povrch jednotkové n-koule]
Sn(r) = wpr™ ! [Povrch n-koule o poloméru 1]
Va(r) = “1’1“ ™ [Objem n-koule o poloméru r]
dx = dr dS,, = ldrdQ, [Obecny objemovy element]

[Radialni symetrie]
[Axialni symetrie]



Rozsifeni funkci do komplexniho oboru

z=x+1iy=r(cosp +ising) e C, i=+v/-1, x€C, x,yeR, r>0,<p€{

Rez=x |zl =7 e* = e*(cosy +isiny)

Imz=y argz = @ Inz=Inr+1i¢

sin(iz) = isinhz cos(iz) =icoshz

sinh(iz) =isinz

[0, 27)
(=, 7]

[Hlavni vétev]
[Vedlejsi vetev]

eiziefiz

Vz = \/Tet®/2 sinz = ¢ sinhz = €=
z% = rxelox cosz = eite coshz = &£~

cosh(iz) =icosz [Osbornova pravidla]

Komplexni analyza

f:C—=C, flz)=w, z=x+1iy=re'* w=u-+iv=ne'?, f’(z):‘%i‘moﬂzL}w, F'(z) = f(z)
—
[u,x = vy ] {ru,r = v, } [n,x = My } {m,r = M [Cauchy-Riemann-
Uy = —Vx e = —Tvy Ny = —Mbx Ne = —TNx ovy podminKky]
If'(z) na Ue(z),Vz e M [Holomorfie f na McC|] o Zm 2= #ﬁil, e (u,v) [Koeficienty L.R.]
C:z= Z(t) € (a, b) , [Kontur, komplex? kerk‘a] =0,1<0, [oodstranitelna singularita]
e flz) dz = [ flz(t)2’(t)dt [Komplexni integrall | _o_, /g —0,1<n, [0 p6l n-tého Fadu]
‘j cflz) dzl < | C|f ‘ dz| < sup.cc f(z) Jcldz| [Odhady] jinak, [0 esencialni singularita]
Jordantv M L Res, f(z) = a_1,Res, f(z) = —a_; [Residuum]
f holomorf. na C= [-f(z) dz=F(z(t ))|2 [Primitivni fce] Resg f(Z)zgréﬁ[(z—o)“f(Z)] ()[Residuum n-p6lu]
f hol. naIntC=> §i.f(z) dz=0 [Cauchyho véta] fhol.na M/S,S={o1,...,on} [Meromorfie f na McC]
Buv(o)={zeClu<|z—o| <v} [Mezikruzi] IntC QTE%ECSJ ) .
f hol. na By, (0)=>f(z)=Y ai(z—0)! [Laurentova radal fmer. na ExtCl™ fdz= —9miy Resof [Residuova v.]
lez o€ExtCUso
Chybova a komplementarni chybova funkce
erf(x) = % o e v’ dy [Definice chybov. funkce] erfc(x) =1 —erf(x) [Definice kompl. chybov. funkce]
Gama funkce
INz) = jgo tz~le~t dt, Rez >0 [Definice] T(z)I'(1 —z) = 5=, z€ C\Z [Reflekéni formule]
M(z) = My o0 oo [Gaussova limita] T'(2z) = 2?;%1 rz)riz+3) [Duplikacni formule]
0T (14+1/n)* . oy n-1 . n1
Nz) =1 Hl( 1++z//n) [Eulerav soucin] 171 (z+ X)=n2""2(27)"2 T(nz) [Multiplikacni formule]
n= k=0
Mz) =< 1 liz;;n [Weierstrasstv soucin] 1m (z+n)l(z) = (=1)"/nl, n & No [Poly]
Nz+1) =zl(z), z€ C\ Zgo [Rekurence] T'(z) = ,/2"z e %, |zl > 1 [Asymptotika v nekonecnul]
Mm)=m-1,T(3) =y neN [Specidlni hodnoty] 00 .
v P ’ y Nz) = Lexp (—yz—i— ) (?C(k)zk> [Rozvoj v pocatku]
P+ 3) = 20m Mn+ 3) = ()& /m ne N k=2
Beta funkce
B(x,y) = fl (1 —t)Y dt [Definice] g/2s1n°‘6 cosfo do = 1B (%,%) [Goniom. integral]
B(x,y) = (Xzis’]) [Vyjadfeni v Gama funkcich] B(x,y) = [o % dt [Valeantiv integral]
Zeta funkce
P={2,3,5,7,11,13,..., mneN
os) =3 w4 =5 [Definice] £&(s) =&(1 —s) [Reflekéni formule]
E(s) = 3T($)¢(s) [Riemannova symetrizace] ¢(2n) :—(*1)“;((21“))!2“32“, ¢(-—m)=2=1" [Spec. hodnoty]

[Eulertiv soucin]

C(S) = 11

[Asymptotika v singularité s = 1]

Digamma funkce

n,p,q € No,

O<p<q



[Definice]

[Rekurence]

[Specialni hodnoty]
-2 ln 2 [Gauss |]

P+ 3) ==y +2Han —Hy

00 o s 27‘[n n
Y(z) =—y—1 kZI% — > [Vyjadreni pomoci fady] b(§) =—y—5cot7F —Ing+ nZI cos = In(2 sin 7 )
P(z) :—y+f(1) 1Y 'dt  [Vyjadfeni pomoci integralu] ¥(z)=—1 —y+ Z (—1)k¢(k)z*"!  [Rozvoj v pocatkul]
—2
P(1 —z) —P(z) = teot(nz) [Reflekéni formule] b2~z L Z 2E§5k [Asymptotika v nekoneénul
Polygamma funkce
n,me Np

Vm(z) =™ (z) = L4 (2) [Definice] (—1)™pm (1 —z) —Pm(z) = m(cot(nz))™ [Reflekéni f.]
Ym(z+1) = (1™ ::sil + P (2) [Rekurence] 1y, (n) = (—1)™m!(H™ " — ¢(m+1)) [Spec. hodnoty]

z 1

o Y (M4 ) =y (3) 4+ (1) mi(2m THE D )
PYm(z)=Um(1 Jrfolnmt1 — ' dt [Vyjadfeni integralem]

Polylogaritmus
n € Np
Lig(x) =Y 5, % [Deﬁnice] Lis(0)=0, Lis(1)={(s), Lis(—1)=(2!"5—1)(s)
Lig(x)=¢, Lij(x)=—In(1—x), Lis(x J”O In(+) 44  Dilogaritmus:
T Lig(x)+Lig(1—x)= ——lnxln(l x) [Reflekéni formule]

Lis(x) = 7157 Jo st [Vyjadfeni integralem]

[Derivace]

[Rekurze pro zaporné indexy]

Lis(1 —x)+Lig(1-1)=—11n*x

N [Landenova formule]

2

Liz(*l):*%, Liz(1)=7%, sz(%):ﬂi;illnz
Trilogaritmus
Lis-1)=—3¢(3), Lis) =), Lis(}) = 4’25 1In2+5¢(3)

Besselovy funkce

dx 1—x
Li (x) + Lig(—x) = 2175 Lis(x?) [Symetrizace]
Lis(x) ~ (fﬂ;f)s, s<1 [Asymptotika v x = 1]
I druhu:
o0 o N 2. v .

Jv(x) = j;lwil\zll) ()7, x,veR>0 [Definice]

X2JY 4 x], 4+ (¢ =v?)]y =0 [ODR]
Jn(x) =5 |7 ein0-ixsin0de neN, [Integralni reprez.]

[Spec. hodnoty]

L%(x):\/%cosx, ]% (x):\/%sinx

Jv(x) = (/2 cos(x— ¥ —T), [x|>1 [Asymptotika]

II. druhu
Yy(x) = Drbdeostmo T () [Definice, stejnda ODR!]
Yy(x) &~/ Zsin(x— 3 — %), [x|>1 [Asymptotika]

Modifikované Besselovy funkce

I. druhu:

Z oY) (%)2).+V , x,vER >0 [Definice]

x2IQ’—xI(,—(x +v2)I, =0

= [T X5 cos(nB)d, n €Ny

[ODR]

La(x)= [Integr. reprez.]

I, (x)=4/Z sinhx ~ I, (x), x| > 1[Spec. h., asymptot.]

1
2

II. druhu

Ky(x) = %% [Definice, stejna ODR!]
Ky(x) =[5 e *sh0 cosh(v0)dd, veR [Integr. reprez.]
Kox) = [§ “F=5 J:X dt [Integr. reprez. Kol
K%(x)— 7. € ¥ = K, (x),x > 1[Spec. h., asymptotika]

Eliptické integraly prvniho a druhého druhu



_ (/2 de PR O
K(k) = 0 \/Tm [Eli. int. 1. druhu] Io Tk eS0T =2K(k)
n pdk  _ 2
E(k) = [F?/1—K2sin?0 do [ELL. int. 2. druhu] 30 Vicskeoseri = k (k) — E(k))
pdk 2 2 2
K Lﬁ = (1 +k)K(k) [Landenova transf.] Io \/1512r11<cT+k 32 ((L+K*) E(K) — (1 — k*)K(K))

Jo V1T —2kcos®+k2 dk = 4E(k) — 2(1 — k?)K(k)
[Landenova transf.]

fu/
| |

B(1

dK _
dk (1 *(1—x2) — k’

l+k (1_k2)K(k)

~—

o.‘ﬁ-
~w
=i
I

[Derivace]

Legenderovy polynomy

> tPafeose ! .- ()
= _ V12t cos (a—p )+t2
P n V1 —2tcos o 1 t2 1§ot Pi(cos a)Pi(cos B) = o iap
S 2

(21 + 1)Py(cos a)Pi(cos B)Pi(cosy) =
;) ' ' ' my/1+2 cos x cos f cosy—cos? x—cos2 p—cos2y

Distribuce
1
)) = ; mé(X*Xj), f(Xj) =0
T, >"TeVees: li_r>n (T, @) = (T, @) [Slaba limita]
n o0
1 B i ns(n)

XXX G0yt = v F (DM (K)

Fourierova transformace

x>0, xcRkecR, XcR“KkcR"r= 2 =p? + 22

f(x) = o= [* _f(k) et dk <= f(k) = [~ f(x) e " dx \ f(X) = Gm o [ f etk % dk <= f(K =["f(x e K% dx

f(K) = wn_1 o [§ glr) e txreos®m—lginn=29 dg dr, f(x) = (r) [Radlalm funkce sféricky]
fk) = wn1 [ [5g(V/p2+22)e ™ pn2dpdz,  f(X) = g(\/p2 +22) [Radialni funkce cylindricky]
f(K) = (Kzg)j Crig(r T)Jn_1(kr) dr, f(X) = g(r) [Radialni funkce explicitné pomoci Besselovych funkci]
f(k) = 4 [ 7 g(r) sin(kr) dr, f(X) =g(r), X€R3 [Radialni funkce tfirozmérna)

Radonova transformace

fig = (cosd, sind), ty = (—sin?d, cosd), f:R2 R, 9€(0,m), sé&(—o0,00)
>0 . 1 (™[ 2Relf
Rolfl(s) = J f(sfig +uty) du [Definice RT] «— f(X)= —J j'» "’5?7[](5) ds do [Inverzni RT]
oo 212 g ) Xefig—s
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20 Rl E: v P ¥ e L) BB L 2R
2 b ) 1@ 3 3 o 1 -~ % e @ pW ﬁ < 2 b o © 3 o <
h ;5 x o] = = ® =
Ortogonilni systémy polynomu Pr(x) = kixt + ket - (b1, 1) = [Ld1(x)dr (x)p(x)dx = [dr]261 [OG]
Ndzev ol (a,b) p(x) Rodrigues: ¢ = ODR __%H__wV k1 ki/ki | G(x,t) = Y ottd /U
1
Laguerre | Lis | (0,00) | xe ™ | fix SeX(xstle )M (xs*tle™*L{,) = —IxsHle XL, :ﬁm: T% —1(1+s) | exp (— %)/ (1—t)sH!
Hermite Hy | (—o0,00)| e (—1)te* (e**)(V) (e*H{)’ = —2le *"H, 2y/m 2! 0 exp (2xt — t2) /U]
L n, 1=0|[1, 1=0 -
Cebysevl | T, | (—1,1) HH\xN cos(larccos x) (V1—x2T)) = 12Ty /v/1—x2 2. 150|121 150 0 A
. . i /
CebysevIl | U, | (—=1,1) | VI—x2 F«%ﬁas [(1—x2)32U]]" = —1(1+2)vT —x2U, /2 2! 0 T
-1t (1 / 21
Legendre | P, | (—1,1) 1 S [(1—x2)Y [(1—x2)P]]" =11+ 1)P, oy 2 0 —_—
> i S m / 2 ! — [ .
soclovan® b | (-L1) | 1 VISP [P = (0 W D)Pun | (el | Yom(0.9) = (< 1)/ 2R i Pun (cos B)etme
Souradné systémy Kartézsky Cylindricky Sfericky
Transformacni vztah [x = pcos @, =psing, z=7z] [x = rsin0cos ¢, =rsin®sing, z=rcos0)
y Y Y
Pozi¢ni vektor T XX +yy +zz pp+2zZ T
Drahovy element dr xdx+ydy+zdz pdp+pp deo+2zdz #dr+10 d0+rsinf¢ do
Orientovany plosny element ds x dydz + § dzdx + z dxdy pp dedz + ¢ dzdp + pz dpde 2 sin 67 dod¢ + r0sin® dedr + r drde
Objemovy element dv dxdydz p dpdedz 12 sin 0 drdode
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